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Pojem energia méa v Skolskej fyzike a celkovo prirodovednom vzdela-
vani svoje nezastupitelné miesto, o ¢om sved¢i aj zaradenie tohto pojmu
do jednej z desiatich hlavnych nosnych myslienok (tzv. Big ideas) priro-
dovedného vzdelavania v pripravovanej kurikularnej reforme zakladného
skolstva v Slovenskej republike. Je preto namieste sa podrobnejsie zaobe-
rat pojmom energia a Specifickejsie jej formami — kinetickou a potencialnou
energiou. Aj ked ide o tradiéna tému vyskytujicu sa spravidla v kazdej
ucebnici fyziky pre zékladnu ¢i stredna Skolu, pri jej vyklade sa objavuje
vel'a roznorodych metodickych postupov, najmé pri odvodzovani vztahov
pre potencidlnu energiu tiazovi a gravitaénu. Téato roznorodost spociva
najméi v samotnej definicii potencialnej energie a jej zmeny, a tym aj
v opise myslienkového experimentu (teleso v tiazovom/gravitaénom poli
bud dvihame alebo nechdme padat). Aj ked pojem potencidlna energia
gravitatna sa v kurikularnych dokumentoch ISCED 3 [1] explicitne nevys-
kytuje, byva v ramci maturitnych seminarov problém s odvodenim vztahu
pre tuto energiu, ktoré vyzaduje znalost integralneho a diferencialneho po-
¢tu. Poznanie tohto vztahu v8ak umoziuje odvodit napr. vztah pre velkost
parabolickej (anikovej) rychlosti telesa. Dalsi problém potom vystava vo
vol'be nulovej hladiny potenciilnej energie gravitacnej, ktora sa v uc¢ebni-
ciach v tomto pripade voli va¢sinou v nekonecne, s ¢im sivisia jej zaporné
hodnoty. Znamienko minus v tomto vztahu, ako sa ukazuje, je ¢asto tazko

32 Matematika — fyzika — informatika 35 (1) 2026



uchopitelné aj pre studentov fyziky na vysokej skole. V neposlednom rade
je otazne, ¢i je v uéebniciach vyklad potenciilnej energie v gravitacnom
a tiazovom poli dostatoCne previazany s vykladom potencidlnej energie
v dalgom type konzervativneho silového pola — elektrostatickom poli ho-
mogénnom a radialnom.

Ako uZ bolo spomenuté, vzhladom k dolezitosti tohto pojmu v gkolske;j
fyzike, vznikol tento ¢lanok, ktorého cielom je:

e podat prehlad o metodickych postupoch pouzivanych v u¢ebniciach pri
odvodeni vztahov pre potencidlnu energiu, previazanosti tém poten-
cidlna energia v tiazovom, gravitac¢nom a elektrostatickom poli a disku-
tovat ich adekvatnost;

e navrhnut postupnost a sposob vykladu tejto témy tak, aby respektoval
vys8ie uvedené poziadavky.

Clanok moze poslizit predovsetkym ucitelom fyziky, ktorf v ramci ma-
turitnych seminarov venuju pozornost aj potencialnej energii gravitacne;j,
moze viak posluzit vietkym ucitelom a Studentom ucitelstva fyziky, ktori
chcti preniknat hlbsie do tematiky potencidlnej energie, ¢i uz v zakladnej
alebo strednej skole.

Metodologia

Metodou zberu dat bola analyza slovenskych a ¢eskych ucebnic fyziky
pre zékladné a stredné gkoly, prehladov fyziky pre stredné a vysoké gkoly
a inych (aj elektronickych) zdrojov. Tieto materialy vSak neboli vybrané
nahodne, ale so zretelom na to, Ze ich pravdepodobne vyuZivaju Ziaci a ich
uditelia pri priprave na vyucovaciu hodinu. KedZe s pojmom potencialna
energia sa slovenski aj ¢eski ziaci stretni v 8. roéniku, vybrali sme aktu-
alnu ucebnicu pre 8. ro¢nik [2] a udebnicu zo starSej série [3] spolu s jej
Ceskou novo-prepracovanou verziou [4]. Dalej boli vybraté z ¢eskych udeb-
nic napr. ¢asto vyuzivana ucebnica Fyzika 8 [5]. Do analyzy bola zahrnutéa
aj niekdajsia ucebnica fyziky pre 9. ro¢nik zakladnej skoly [6], v ktorej
je taktiez spracovana tematika energie. Z ucebnic pre stredné Skoly ide
hlavne o sucasni slovenskd udebnicu pre 1. roénik gymnéazia [7], stéle
na Slovensku pouZivand starSiu ucebnicu taktiez pre 1. ro¢nik strednej
skoly [8], schvélent ucebnicu dynamiky [9], ¢eskit gymnazialnu ucebnicu
mechaniky [10] a ¢eskt u¢ebnicu mechaniky pre stredné skoly [11]. Pozreli
sme sa aj na Pfehled stfedoskolské fyziky [12] a priruc¢ku Zmaturuj z fy-
ziky [13], ktoré st vhodné najmé pri rychlom opakovani. Z vysokogkolskej
literattury sme vybrali popularnu ucéebnicu od autorov Halliday, Resnick
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a Walker [14], ktort radi pouZzivaju ucitelia aj tudenti na strednych $ko-
lach, star§iu ucebnicu pre pedagogické fakulty [15] a, podla nasho nézoru,
zaujimavo napisant uéebnicu mechaniky [16]. f)alej st to vysokoskolské
skript4 mechaniky [17, 18] a udebnica didaktiky fyziky [19]. Na analyzu
partii ohladom elektrického pola boli pouzité dalsie materidly uvedené
v zozname pouzitej literattry. Mame za to, ze predchadzajici vypis zdro-
jov tvori Siroky okruh pouzivanych materidlov pre zakladné a stredné skoly
a ide tak o reprezentativnu vzorku.

Text je ¢leneny tak, Ze na zaciatku uvadzame vymedzenie pojmov a vSe-
obecny prehlad k téme energia. Nasleduje samotné analyza, ktora sa za-
meriavala hlavne na metodicky postup odvodenia vztahov pre potencialnu
energiu (tiaZovi, gravitadni, pruznosti) a ich diskusii. Postup pri tvorbe
nami navrhovaného vykladu je uvedeny v predposlednej ¢asti tohto ¢lanku.

Vymedzenie pojmov

Podl'a [19] je energia integrujicou veli¢inou s vysokou informac¢nou hod-
notou v tom zmysle, Ze v sebe zahfiia kinematické a dynamické veli¢iny,
ktorymi presla stistava materidlnych objektov pred danym ¢asovym okami-
hom. Jej hodnota ako fyzikalnej veli¢iny je vzdy urc¢ena relativne, je nutné
definovat stav s nulovou energiou. Uvazujme hmotny bod v nejakom silo-
vom poli inych materialnych objektov. Na hmotny bod podsobi vonkajsia
sila ﬁv, pricom na pociatku je v stave charakterizovanom energiou FEf,
v koncovom stave po zmene jeho polohy a rychlosti je v stave s energiou
E5. Fyzikilne jednoznacne je urcenéd zmena energie hmotného bodu ako

7
AE =Ey— E; = /ﬁv-dﬁ (1)

T1

Tento vyraz moZno povazovat za definiciu energie, resp. jej zmeny [19].
Energiu hmotného bodu je vyhodné rozdelit na dve zlozky réznej pod-
staty: zlozku sivisiacu s pracou Casti vonkajsej sily F"vl, ktoré prekonéava
vnatorna silu (silu pola) F = —ﬁvl, a zlozku suvisiacu s pracou dasti
vonkajsej sily ﬁvg, ktora sposobuje zmenu rychlosti hmotného bodu, teda
je pri¢inou jeho zrychlenia (obr. 1).

Prva cast energie je spojena so zmenou polohy Castice — nazyvame ju
potencialna energia a druhé cast je spojené so zmenou rychlosti ¢astice —
nazyvame ju kineticka energia.
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Potom moZeme pisat
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Obr. 1 Vonkajsia sila, jej zlozky a sila pola (vnutorna sila), smer zlozky Foo
moze byt Tubovolny, zavisi na smere a velkosti Fy

Zdroj [16] zdoraziuje, Ze energia je taka stavova veli¢ina, ktord ma na-
sledovné vlastnosti:
e V pripade izolovanej sistavy (ststavy, v ktorej neposobia Ziadne von-
kajsie sily) sa celkova energia sustavy nemeni, je konstantna E = konst.
e V pripade neizolovanej siistavy je zmena energie ststavy rovna praci
vonkajsich sil konanej na sustave, teda AE = W.

Kineticka energia hmotného bodu a jej zmena

V materialoch pre zakladni §kolu je vyklad kinetickej energie viac-menej
jednotny, pouziva sa vSak termin pohybovéa energia a je rozoberany len kva-
litativne. Je zddraznené, Ze pohybova energia prislicha telesam, ktoré sa
pohybuju, pricom relativita pohybu a fakt, Ze pohybovi energiu mozno
prisudit len telesu, ktoré sa pohybuje vzhladom na istd vztaznu ststavu,
je zdorazneny len v niektorych ucebniciach [4]. U¢ebnice a materialy pre
vySs8ie stupne 8kol uz operuji s terminom kinetickd energia a venuju sa
mu aj po kvantitativnej stranke. Prakticky vo vSetkych sa vyskytuje od-
vodenie vztahu pre kinetickd energiu s pomocou vypoétu prace stalej sily
urychlujucej hmotny bod z nulovej pociato¢nej rychlosti na rychlost vel-
kosti v

1 1 1
W =Fs=ma- gat2 =5m (at)? = iva.

Matematika — fyzika — informatika 35 (1) 2026 35



Takyto metodicky postup uvadza napr. [9], pricom d'alej autori ozrejmuj,
ze vzhladom na podiato¢ny pokoj telesa je vykonana praca rovné priamo
kinetickej energii W = Ey. VSeobecnejsie tvrdenie a vypocet pre rozdiel
kinetickych energii uvadzaju napr. uéebnice [10, 11], kde podéitaji pracu
kongtantnej sily pri zrychlovani telesa z rychlosti v na rychlost v

1 1 1
W =Fs=ma- 5@ (t3—t1) = 5m (aty)” — 5m (at1)? =

= %mv% — imv% = AFx.
Tento krok, nevyskytujici sa vo vSetkych ucebniciach, povazujeme za po-
trebny, aby sa nestratila informécia, ze préca vykonana vonkajSou silou
rozhoduje o zmene kinetickej energie telesa W = AFEy. Pritom pod poj-
mom vonkajsia sila rozumieme vo v8eobecnosti ¢ast vonkajsej sily v zmysle
rovnice (2), ktora sposobuje zmenu rychlosti hmotného bodu.

Potenciilna energia tiazova

Vyklad potencidlnej energie tiaZzovej v ucebniciach a materiadloch pre
zékladné gkoly je opét viac-menej jednotny, pouZiva sa vSak ¢isto termin
polohova energia, ¢asto s dodatkom ,y gravita¢nom poli Zeme®. V zékladnej
skole preto hovorime o potenciilnej energii gravitacnej a gravitacnej sile,
pri prechode na vySssi stupefi ziaci pouzivaju spravnejsi termin tiazova sila
a s tym spojena potencidlna energia tiazova. VA&Sina ucebnic napr. [2]
alebo [5] uvadzaja odvodenie vztahu pre potencidlnu energiu ako vypocet
prace vonkajSej sily pri zdvihani telesa s hmotnostou m rovnomernym
pohybom do vy3ky h, dostaneme sa tak ku vztahu W = Fgh = mgh = E;,.
Podrobnejsi pristup je uvedeny v ucebniciach [3] alebo [6]. Na rovnomerné
zdvihnutie zavazia do vysky h je potrebné& praca W = mgh, nasledne je
zévazie Z zavesené na jeden koniec nite vedenej cez kladku (obr. 2). Na
druhom konci nite je zavesené zavazie Z; s rovnakou hmotnostou.
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Obr. 2 Dvihanie zavazia v gravita¢nom poli Zeme, mySlienkovy experiment
s kladkou
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Po nepatrnom naraze do zévazia 7 zaéne toto zavazie klesat a zdvihne
zévazie Z1 do vysky h, ¢im chceli autori zdoraznit, Ze zévazie zdvihnuté
v gravita¢nom poli do vysky h nad podloZku mozZe nésledne konat me-
chanicka pracu s velkostou mgh — ¢o je aj praca, ktora bola potrebné na
povodné zdvihnutie telesa do tejto vysky.

Zdroj [4] uvadza v poznamke pod ¢Giarou aj skutocnost, Ze praca vy-
konané vonkajSou silou pri zdvihani telesa do istej vysky je rovnaka pri
rovnomernom aj nerovnomernom pohybe a nezévisi od trajektorie, je vSak
nutné poznamenat, Ze len v tom pripade, ak st pociatoéné a koncova
rychlost rovnako velké — nedochadza ku konaniu d'alSej prace potrebnej
na urychlenie ¢i spomalenie telesa. V zékladnej Skole sa tak stretavame
s odvodenim vztahu pre polohovt energiu v gravitatnom poli pomocou
prace vonkajsej sily, konkrétnejsie zlozky vonkajsej sily Fy1 v zmysle rov-
nice (2), ktora prekonéva vnutorna silu (v tomto pripade silu gravitaéni)
pri rovhomernom dvihan{ telesa. V uéebniciach pre vyssie stupne $kol sa
stretavame okrem vysSie uvedeného metodického postupu aj s pripadom,
kedy hmotny bod/teleso (teraz uz v tiazovom poli) nechame padat z is-
tej pociatocnej vysky. Takto postupuje napr. ucebnica [10]. Hmotny bod
s hmotnostou m pada volnym padom v tiazovom poli Zeme z vysky h; do
vysky ho, pricom tiazova sila vykona pracu

Wa = Fags =mg (h1 — hy) = Ep1 — Epa.

Takto autori zadefinuji vyraz E, = mgh ako tiazovi energiu hmotného
bodu. Dalej rozsiria definiciu aj na tiazovi energiu telesa, kedy teleso
nahradime hmotnym bodom v jeho tazisku. Zdroj [8] uvadza, Ze praca
vykonana tiazovou silou sa rovna ubytku tiazovej energie telesa Wg =
= —AE,. V ulebnici [11] st podrobne rozobraté obidva pripady. Najprv
je teleso dvihané rovnomerne za pomoci sily do vysky h nad podlozku.
Je pritom zdoéraznena skutoc¢nost, ze v pripade rovnomerného dvihania je
v = kon$t. a zmena kinetickej energie je pri tomto dvihani nulova. Me-
chanicka praca vykonana vonkajSou silou sa prejavi prirastkom tiazovej
potencialnej energie hmotného bodu. Praca tiazovej sily pri tomto dvihani
je zapornad Wg = —mgh. Nasledne je rozobraty aj pripad, kedy teleso pada
z vySky h volnym padom (@ = § = konst). Opét dospejua k zaveru, Ze pri
padani telesa kona teraz kladni pracu tiazova sila, vedie avSak k znize-
niu potencidlnej energie tiazovej telesa. Vidime, ze v uéebniciach pre vyssi
stupen sa k odvodeniu vztahu pre potencidlnu energiu tiazova vyuziva aj
myslienkovy experiment padania telesa v tiaZovom poli a pocitanie prace
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tiazovej sily, ¢o je v stlade s rovnicou (2), kde plati F, = —F,;. Ide o dva
mozné korektné postupy, ktory je vSak vhodnejsi sa pokusime nacrtnut
rozborom dalsich foriem potencialnej energie v $kolskej fyzike.

Potenciilna energia pruznosti

Tematika potencidlnej energie pruznosti byva v ucebniciach pre za-
kladné skoly spracovana okrajovo, pouziva sa pre nu termin polohova
energia pruznosti/polohova energia pruziny. Napr. [4] uvadza, Ze polohovi
energiu pruznosti mé stlac¢ena alebo natiahnuta pruzina. Uvadza, Ze k na-
tiahnutiu resp. stlaceniu pruziny musime (musi vonkajsia sila) vykonat ista
pracu, rovnako velkt pracu moze konat aj pruzina po uvolneni. Vztah pre
silu pruznosti a potencidlnu energiu pruznosti v zakladnej $kole nebyva od-
vodzovany, Ziaci nedisponuji vztahom pre velkost sily pruznosti F' = kz,
aj ked vedia, 7e pruzina sa predlZi tym viac, ¢im vic&ia sila na fiu posobi.

V materidloch pre vysSie stupne 8kol je tematika energie pruznosti
spracovand viac-menej jednotne, pri¢om sa pouzivaju terminy potencialna
energia pruznosti resp. elasticka energia. Je prvym pripadom energie, ktort
neodvodzujeme z prace konstantnej sily, ale sily, ktora sa meni s predlze-
nim. Na vypocet tejto préice je pouzita grafickd metdda vypoctu plochy
pod grafom funkcie F' = F(x) (obr. 3). Takto postupujia napr. [7, 10],
a aj ucebnice pre zakladny vysokoskolsky kurz za pomoci integracie [18].
Praca vonkajSej sily pri natiahnuti pruziny je rovna obsahu pravouhlého
trojuholnika pod grafom spominanej funkcie, z ¢oho dostaneme

1 1 1
Wzinzikxm:ika:Ep.

Praca vykonana vonkajSou silou v zmysle rovnice (2) sa stotoZni s poten-
cidlnou energiou pruziny.

1]

-
P2 :

‘
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; W =_-Fx
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Obr. 3 Praca vonkajsej sily pri natahovani pruZiny a graficka interpretéacia

Niektoré dalsie uéebnice, napr. [9] alebo [11] vyuzivajt pri odvodzovani
vztahu pre potencialnu energiu pruZnosti eSte dalsi dolezity krok, a sice,
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Ze pracu premennej sily na istom intervale moZno vypocitat tak, Ze do
vztahu W = Fz dosadime jej priemernt hodnotu F na danom intervale.
Kedze v pripade pruziny zavisi velkost sily priamo tmerne od predizenia
pruziny, javi sa na intervale ako opodstatnené pouzit aritmeticky priemer,
priemerné velkost vonkajsej sily je tak

F(0)+ F(x) 0+ kx —lkm
2 o2 T o

F:

Po dosadeni do W = Fz dostavame opif vztah pre potencialnu energiu
pruznosti. Vo svojej podstate ide o graficku interpretaciu vypoctu obsahu
pravouhlého trojuholnika zmieneného vyssie, ako sa vSak uvidi, tato tvaha
o praci priemernej sily sa javi ako uzito¢ny konstrukt. Z analyzy vyplyva,
7e vSetky skumané materialy vyuzivaju pri odvodeni vztahu pre poten-
cialnu energiu pruznosti pracu vonkajsej sily v zmysle rovnice (2) a nepo-
¢itaju pracu konant silou pruziny.

Potenciilna energia gravitaéna

Aj ked sa pojem potenciilnej energie gravitatnej a prace v (radidlnom)
gravitacnom poli explicitne nevyskytuje v kurikularnych dokumentoch [1],
venuji sa mu niektoré ucebnice pre stredné Skoly a viaceré materidly
pre tuvodny vysokoskolsky kurz mechaniky. Vzhladom na analégiu prace
v tiazovom poli Zeme a homogénnom gravita¢nom poli Zeme sa budeme
dalej venovat pripadu potencialnej energie v radialnom gravitaénom poli
Zeme. Pokusme sa premiestnit hmotny bod s hmotnostou m v gravitac-
nom poli Zeme z miesta vo vzdialenosti r; od stredu Zeme do vzdialenosti
ro (ro > r1). Aby sme zrealizovali popisany presun, musime na teleso pod-
sobit silou, ktorej velkost bude minimélne rovné velkosti gravitacnej sily
posobiacej v danej vzdialenosti medzi tymto telesom a centralnym telesom,
ktoré je zdrojom gravita¢ného pola (Zemou). Téato préaca je rovna

FQ )
- GmM. 1 1
W:/RWE/QZM:&MQ(——>:A&.
T 71 T2
1 T1
V pripade vol'by nulovej hladiny potencialnej energie v nekonecne, teda pre
r1 — oo, dostavame pre gravitaéni potencidlnu energiu hmotného bodu
v mieste ro = r gravitaéného pola Zeme vztah
mMZ

E, = -G™L. (3)
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Tento vztah odpovedé vlastnostiam, ktoré by sme od potencialnej energie
ocakavali. S rastucou vzdialenostou od Zeme rastie (k nule), ked'ze koname
stale vacsiu pracu. Takyto postup s pomocou préice vonkajSej sily pre-
miestiiujicej teleso a volbou nulovej hladiny v nekoneéne voli napr. [20].
V ucebniciach pre vysokoskolské kurzy sa vyskytuji rozne spodsoby vy-
po¢tu, ktoré viak nakoniec vedi k tomuto vysledku. V zdroji [14] pocitaja
pracu gravita¢nej sily pri presune hmotného bodu zo vzdialenosti r od
Zeme do nekonefna. V [15] poéitaju pracu gravitacnej sily pri presune
hmotného bodu zo vzdialenosti 71 do ro od Zeme (ry > r1). V [18] podi-
taji pracu gravitacnej sily pri pAde hmotného bodu zo vzdialenosti o do
vzdialenosti 71 od Zeme, pricom opat ro > r1. Na zéklade roznorodosti
tychto moznost{ v u¢ebniciach sme vytvorili typolégiu zvolenych postupov
(obr. 4). V pripade postupov typu 1 bola na dopéatranie sa ku gravitacnej
potencialnej energii pouzité praca vonkajsej sily, Sipkou je znazorneny pre-
sun hmotného bodu (medze integracie). V pripade postupov typu 2 bola
na dopatranie sa ku vztahu potencialnej energie pouzita praca gravitacnej
sily.

typ 1 / / X X

(vonkajsia sila)

we | T

(gravitacna sila)

Obr. 4 Typologia postupov v uéebniciach pri odvadzani vztahu pre potencialnu
gravita¢nu energiu

Aj z vySsie uvedenej typologie zostrojenej na zaklade uc¢ebnic a materia-
lov pre vysokogkolské kurzy je jasné, Ze CastejSie sa pri odvadzani vztahu
pre potencialnu energiu gravitaéni vyuziva vypocet prace gravitacnej sily
— vnutornej sily v stistave hmotny bod—Zem. Z analyzy dalej vyplynulo, Ze
v8etky materialy kladd nulovi hladinu potencialnej energie do nekoneénej
vzdialenosti od Zeme.

Ako uz bolo spomenuté, tuto problematiku spracovali aj niektoré uceb-
nice a materidly pre stredné skoly. Najvac¢sim problémom pri odvadzani
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vztahu pre gravitaéna potencidlnu energiu je nedostatoény matematicky
aparat ziakov, kedze ide o vypodet prace premennej sily, ktora od vzdia-
lenosti nezavisi linearne (nemozno tak priamo pouzit grafick metodu ako
pri telese na pruzine). Aj napriek tomu sa s tymto uéivom niektori autori
podrobnejsie zaoberali. V [9] popri veli¢ine intenzita gravitacného pola
zavadzaju priamo veli¢inu potencial gravita¢ného pola ako pomer

E

P
Pg = m’

V tomto vztahu je £, prave potencialna gravitacna energia hmotného bodu
v danom mieste gravitacného pola. Dalej je uvedené, ze zmena polohy
hmotného bodu v gravitacnom poli ma za nésledok zmenu jeho potenciél-
nej energie AE, = |Ep1 — Epa|. Vyklad vedie dalej na pojem ekvipoten-
cidlne plochy, ¢o autori definuja ako body pola, v ktorych ma gravitaéné
pole rovnaky potencial. Blizsie k potencialnej gravita¢nej energii sa autori
vyjadruja v Casti rozsirujiceho uciva na konci kapitoly [9]: ,,Presny vypocet
ukazuje, Ze ked sa vzdialenost bodu P od zdroja pola zmeni z hodnoty r{
na ro, jeho gravitacna potencidlna energia sa zmen{ o hodnotu vykonanej
prace danej nasledovny vztahom

AE, =W = xmmyg (1—1).

1 T2
Autori pouZivaji na oznalenie gravitacnej konStanty pismeno s namies-
to G, ¢o je v starsich materialoch zvykom. Va&Sina uéebnic obchadza spo-
minany nedostatoény matematicky aparat len konstatovanim a uvidza
vysledny vztah, aj to len v ramci rozsirujiceho uciva. Praci a potencidlnej
energii v radidlnom gravitanom poli sa okrajovo venuje aj ucebnica [8].
Gravitaént potencidlnu energiu v istom mieste gravitacného pola defi-
nuju pomocou prace, ktori vykona gravitacna sila pri premiestneni telesa
z tohto miesta pol'a na povrch Zeme. V snahe zjednotit vyklad s tiaZovou
potencialnou energiou tak netypicky nevolia nulovta hladinu potencialne;j
energie v nekonecne ale na povrchu Zeme. V tlohe 3 tej istej strany uva-
dzaju aj vztah pre potencidlnu gravitaéni energiu

1 1
E,=umMy | — ——-|.
’ ‘ (RZ 7“)
Hodnoty potencialnej energie gravitacnej tak vychadzaja kladné a rasti
s rastucou vzdialenostou od Zeme. Ako v8ak spravne uvadza napr. [16],
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nerasti k nekoneénu, ale vd'aka zéavislosti gravitacnej sily od vzdialenosti
~ 1/r? rasti ku kone¢nej hodnote. Vi¢sina ucebnic a materidlov, ako sme
videli, volia nulovii hladinu v nekone¢ne. Za cenu konzistentnosti s volbou
nulovej hladiny na povrchu Zeme, ako je to pri tiaZovej energii, sa vo vztahu
ponechéva dodato¢na konstanta, ozna¢me C

mMZ MZ mMZ

m
B, =— —_ ,
=G L +G G—=+C

V kone¢nom dosledku to vSak nevadi, pri zistovani préce, teda rozdielu
potencialnych energii AE, sa tato hodnota odé¢ita. Zaujimavy pristup
k odvodeniu vztahu pre gravitaént potencidlnu energiu, vyskytujuci sa aj
v niektorych zahrani¢nych zdrojoch, volia napr. v [21]. KonStatuja, Ze pri
vypocte prace vonkajsej sily pri prenésani hmotného bodu s hmotnostou
m zo vzdialenosti r1 do vzdialenosti 7o od Zeme (r9 > r1) nastava problém
kvoli nekonstantnej sile. Vyuzivaji vSak podobny postup ako pri telese na
pruZine, snaZia sa na danom intervale najst velkost priemernej sily. Vyko-
nana praca by bola potom W = F (13 — r1). Pre velkosti vonkajsich sil vo
vzdialenostiach ry a ro plati

M M
n=c"2t  p=cSE
L T35

Vzhladom na zévislost velkosti sily od vzdialenosti r, ktoré sa vyskytuje
v druhej mocnine, konstatuja, ze aritmeticky priemer nebude asi dobrym
odhadom. Ak sa 79 1isi od 7y 1lisi len maélo, zda sa ako spravny odhad
priemernej sily pouzit geometricky priemer

_ M M. M
F:\/Fngz\/szz Nt My
T

5 T1T2

Vykonana praca vonkajSou silou (rovnéa zmene potencialnej energie) je po-
tom

— M,
W=AE, =F(rs— 1) = G2 (ry — 1) =
r1r2
1 1 M. M.
= GmMy (—) =gt gz
1 79 T T2
Odtial vidiet, ze ak AE}, = E,5 — Ep1, potom pre gravitaéni potencialnu

energiu dostdvame bud uvedeny vztah, alebo sa od neho 1igi len nejakou
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konstantou (podobne ako pri zvoleni nulovej hladiny na povrchu Zeme).
Déjdeme tak kazdopadne bez integralneho poc¢tu ku vztahu (3).
Nakoniec este poznamka k volbe nulovej hladiny potencidlnej energie
gravita¢nej. Za volbu nulovej hladiny na povrchu Zeme hovori konzisten-
tnost pri vol'be nulovej hladiny tiaZovej energie a nasledné kladné hodnoty
tejto energie. Naopak, v pripade volby nulovej hladiny v nekonecne, sa
zbavime prebytocnej konstanty pri potencialnej energii, dostavame vSak
zaporné hodnoty energie, ktoré s rasticou vyskou rastd k nule. To ale
vo fyzike nie je ni¢ nezvycCajné, podobne v kvantovej mechanike volime
zaporné hodnoty energie pre viazané stavy systémov, ktoré rastu k nule.
Kladné hodnoty energie potom zodpovedaji volnym stavom systému.

Homogénne a radialne elektrické pole

Zaujimavé je sa pozriet v u¢ebniciach a uceb-
nych materialoch na d'alsi typ konzervativneho si- - B
lového pola — pole elektrostatické. Kedze v za- +
kladnej 8kole sa potencialnej energii (a poten-
cialu) v elektrickom poli nevenuje pozornost, po-
zrieme sa na materialy pre vyssie stupne $kol, pri- +
¢om vSetky st uvedené v zozname pouzitej litera-

tary. Homogénne elektrické pole byva opisované *
ako pole medzi dvoma rovnako velkymi rovnobez- +
nymi doskami, ktoré nesi rovnako velké naboje —
opacného znamienka. Obr. 5 Zobrazenie ho-

Za spomenutie stoji skutocnost, ze takyto do- mogénneho elektrického
skovy kondenzétor je vo vSetkych analyzovanych pora  medzi  dvoma
ucebniciach kresleny sposobom zobrazenym na rovnobeznymi doskami
obr. 5, dosky takéhoto kondenzétora st kreslené be#né vo vsetkych ana-
vo vertikilnej polohe. Aj ked pojem elektrosta- lyzovanych materidloch
tickd potencidlna energia sa v kurikularnych do-
kumentoch priamo nevyskytuje, nachiddza sa tam pojem elektricky poten-
cial, preto s potencidlnou energiou operuji aj viaceré uéebnice. V uceb-
nici [22] uvadzajt autori, Ze potencidlna energia bodového naboja zavisi od
jeho polohy v elektrickom poli. ,Pri pohybe v smere posobenia elektrickej
sily sa potencidlna energia zmensuje, pri pohybe proti elektrickej sile sa
zvacsuje. Za miesto s nulovou potencidlnou energiou volime zem a telesa
vodivo spojené so zemou (uzemnené).“ Na dopracovanie sa k potencialu
vyuzivaju pracu elektrickej sily pri premiestneni bodového naboja z bodu
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A do bodu B elektrického pola. Vzhl'adom na vol'bu nulovej hladiny poten-
cidlnej energie na zemi d'alej konstatuju, Ze potenciadl mozno vypodcitat ako
podiel prace, ktori vykona elektricka sila pri premiestneni naboja z daného
miesta na zem, a tohto naboja. Pre doskovy kondenzéator uz len uvadzaja
vysledny vztah ¢ = Ed. Doskovému kondenzétoru sa venuje aj kniha [12],
kde autori zavadzaja spolu s potencidlom aj pojem napétie ako rozdiel
potencialov v danych dvoch bodoch pola. Dalej pocitaju pracu opéit elek-
trickej sily pri premiestneni kladného bodového naboja z kladnej dosky na
uzemnenu dosku. Dostanu tak

W Fd QoEd
= — = = = Ed.
7T Q0 Qo Qo

Dalej ukézu, %e v pripade uzemnenej dosky s oy = 0 ide vlastne o napitie
medzi doskami U = Fd. Podobne sa postupuje napr. v [13]. V stredoskol-
skych ucebniciach a materidloch pre tento stupen skoly je teda vyuZzivana
praca vnuatornej sily v zmysle rovnice (2). Autori teda nechévaja na te-
leso posobit silu pola, ako to bolo v niektorych pripadoch v tiaZzovom
poli, nechavaju teleso ,,padat®. Zaujimava je dalej skuto¢nost, Ze pri tomto
odvodzovani ani v jednom materiili nebola pouzita analdgia s tiazovym
polom Zeme, autori by sa tak mohli odvolat na poznatky, ktoré si Ziaci
uz osvojili. V ucebniciach byva tematizované aj radidlne elektrické pole
od bodovych nabojov. V udebnici [22] uvadzaju autori, ze ak sa priblizi
k pevnému bodovému naboju @ vo vikuu do vzdialenosti r bodovy naboj
q rovnakého znamienka, ziska stustava potencialnu elektricka energiu

g L 19
P dney 1T

V poznamke pod ¢iarou uvidzaji, Ze na odvodenie tohto vztahu je nutné
pouzit integralny pocet. Podobne ako v [12] kladt nulovi hodnotu poten-
cidlu (tym aj potenciilnej energie) na zem a uzemnené telesa. Uvadzaju
aj, ze potencial vo velkej vzdialenosti od osamoteného bodového naboja
je nulovy.

Aj napriek nespornej analogii s tiaZovym (gravitaénym) a elektrostatic-
kym polom vystéava rozdiel na mieste, kedy nechame na elektricky naboj
posobit vyhradne len silu elektrického pola (teleso v tiaZovom/gravitac-
nom poli nechame padat). Tento problém podrobnejsie bert do dvahy
autori vysokogkolskych uebnic. V [23] autori zdoraziuji, Zze ak by sme
nechali na nejaky naboj g posobit iba sily od elektrického pola, bude sa
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naboj pohybovat zrychlene, zactne vyZarovat a Cast energie, ktora ziskal,
vyziari do okolitého priestoru. Preto sa vysokoskolské ucebné texty opie-
raji hlavne o zavedenie potencidlu a potencidlnej energie cez pracu von-
kajsej sily, ktora prekonava silu elektricki. Naboj v elektrickom poli je tak
postvany pomaly po infinitezimalnych kiskoch, s ¢im sa tieto texty sna-
Zia eliminovat problém s pohybom naboja. Obdobnym postupom zavadza
potencial vo svojej zndmej ufebnici aj A. Tirpak [24]. Na zaver tak moZno
zhrnut, Ze z analyzovanych ucebnic a materialov pre stredné skoly nevyply-
nulo dostatoéné previazanie tiazového a elektrostatického pola ako dvoch
typov konzervativneho silového pola. Javy v elektrostatickom poli st zlo-
ZitejSie v tom zmysle, Ze naproti tiazovému (gravitaénému) polu sa okrem
pritazlivych interakcii vyskytuju aj odpudivé v zéavislosti od znamienok
nabojov. Nazorné porovnanie tychto poli by v8ak mohlo byt dobrou po-
mocou ako prekonat zna¢nid abstraktnost v pripade elektrostatiky u ziakov
a Studentov.

Navrh vykladu tém o energii

Vzhladom na diskusiu vyssie uvedenych tém spracovanych v ucebni-
ciach a materidloch pre rézne stupne $kol a nacértnuti niektorych slabych
miest a otdzok povaZujeme za konStruktivne uviest navrh vykladu tém
o energii tak, aby spliioval spomenuté poziadavky. Vzhladom na rozsiah-
lost témy nebudeme uvadzat cely vykladovy text, skor sme sa zamerali
na kliadové body vykladu, to znamena jednak postupnost tém, rieSenie
problematickych miest s ich odévodnenim a nazna¢enim smeru, kam by sa
mal vyklad uberat. Pre cely vyklad navrhujeme pri odvodzovani vztahov
pre akykol'vek typ potencialnej energie pouZivat préce vonkajsich sil, ktoré
prekonavaju silu pola.

Potencidlna energia tiaZovd. V pripade tiazového pola navrhujeme po-
uzivat myslienkovy experiment s rovhomernym dvihanim hmotného bodu
(telesa) z vysky hy do vysky he nad podlozkou. Vonkajsia sila (F = —Fc;)
posobi v smere posunutia hmotného bodu, kon4 tak kladni pracu (W > 0).
Praca vykonané vonkajSou silou sa prejavi ako narast potencialnej energie
sustavy hmotny bod—Zem

W = F,s =mg - (ha — h1) = mgha —mghy1 = Epo — Epn = AE, > 0.

Nulova hladinu potencialnej energie mozno volit Tubovolne, napr. na po-
vrchu zeme. Za pomoci experimentu s kladkou uvedeného na obr. 2 je
vhodné ukazat, Ze v pripade préace tiazovej sily pri padani telesa z vysky
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ho do vysky h; dochadza k ubytku potenciadlnej energie siistavy hmotny
bod-Zem, a sice W = E,1 — Epp = —AE,. Praca vonkajej aj tiazovej
sily zavisi len na pociatocnej a koncovej vyske, nie na trajektorii hmot-
ného bodu. Tento vyklad mozeme dalej naviazat na pripad, kedy teleso
pada vo vakuu a posobi naii len tiazova sila — sistava hmotny bod—Zem
je izolovana, mechanicka energia v nej sa zachovava E = konst.

Potencidlna energia pruznosti. Vo vyklade potenciilnej energie pruz-
nosti odporucame postupovat ako vicSina ucebnych textov, to znamena
zdoraznit skutoc¢nost, Ze sila pruZznosti nie je konstantna ale je linearnou
funkciou predlzenia pruziny, pre jej velkost teda plati F' = kx. V mys-
lienkovom experimente pruzinu natahujeme vonkajsou silou, ktora vyrov-
néva silu pruZnosti pruziny, ktora sa ju snazi vratit do pdovodnej polohy
(F‘:, = fﬁp). Odportacame zacat najprv postupom, kedy pracu premennej
sily uréime pomocou jej priemeru, v tomto pripade aritmetického, a dosta-
neme tak W = Fx. Tento postup sa ukézal lepsi aj pri odvodeni vztahu
pre potencidlnu energiu gravita¢nd, kde grafickd metoda v strednej Skole
zlyhava. Néasledne ukézat stuvislost s grafom na obr. 3.

Potencidlna energia gravitaénd. Pri vyklade a odvadzani vztahu pre
potencidlnu energiu gravitaéni odporucame vyuZit prace vonkajsej sily,
ktora premiestiiuje hmotny bod v gravita¢nom poli Zeme zo vzdialenosti
r1 do vzdialenosti 9, pricom 79 > r1. Opat moZeme zdoraznit, Ze nezalezi
na trajektorii presunu hmotného bodu, gravita¢né pole je konzervativne.
Ako pri pruzine mozeme pouZzit spomenuté odvodenie vztahu za pomoci
priemernej sily, pricom tentokrat vzhladom na zavislost posobiacej sily
od vzdialenosti pouzijeme geometricky priemer. Odvodime tak vSeobecny
vztah

W:GmMZ <11> :AEP>O.
1 T2

Préaca vonkajsej sily tak vedie k narastu potencialnej energie stustavy
hmotny bod—Zem. Vol'ba nulovej hladiny je opéat Tubovolna, uz skor sme
uviedli vyhody a nevyhody vol'by nulovej hladiny v nekone¢ne a na povrchu
Zeme. V pripade vol'by nulovej hladiny v nekonec¢ne je treba upozornit na
zaporné hodnoty potencidlnej energie, ktora vSak rastie (k nule). Zmena
potencialnej energie tak vzdy vychadza ako kladna AE}, > 0. V pripade, ze
sa rozhodneme volit nulovi hladinu konzistentne na povrchu Zeme, opat
treba ukazat, ze hodnoty potencidlnej energie st kladné a rastu, nie vSak
do nekonec¢na, ale ku kone¢nej hodnote. Navrhujeme v takomto pripade
ziakom ¢ §tudentom predstavit obe moZnosti a diskutovat ich adekvatnost.
Ako nézorna pomdcka moze poslazit obr. 6.
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Obr. 6 Graf zavislosti potencidlnej energie gravitaénej od vzdialenosti od cen-
tralneho telesa (Zeme) pre volbu nulovej hladiny v nekone¢ne (vlavo) a volbu
nulovej hladiny na povrchu Zeme (vpravo)

Ako uZ bolo spomenuté v uvode tohto prispevku, znalost vztahu pre
tato energiu nam umoZni aj odvodit, nie len oznamit, vztah pre para-
bolickta (anikovtl) rychlost, ukdZeme aj postup s potencidlnou energiou,
kedy nulova hladinu volime na povrchu Zeme. Ak raketa Startuje z po-
vrchu Zeme, je jej potencidlna energia nulové, rychlost rakety nech je vp.
Po tniku z gravita¢ného pola Zeme, teda pre r — oo, dosiahne kineticka
energia rakety nulovej hodnoty a potencialna energia je E, = GmMz/Ry.
Energeticka bilancia tak da

1 2 GmMZ . o 2G M,
vap—l—O—O—&— Ry Up = Ry

Potencidlna energia elektrostatického pola. V pripade odvodenia vztahu
pre potencialnu energiu elektrostatického pola odporucame zacat polom
homogénnym, medzi dvoma nesthlasne nabitymi rovnobeznymi platiiami.
Konzistentne by bolo vhodné vyuzit pri prenasani naboja v elektrickom
poli pracu vonkajsej sily, ktora prekonava silu elektricka (F = —F e), ¢im
sa vyhneme aj spominanému problému zrychleného pohybu elektrickych
nabojov. Co v u¢ebniciach a materidloch pre vSetky typy 8kol nebolo zvy-
kom, bolo by vhodné ¢o najviac vytaZit z analogie medzi tiaZovym a ho-
mogénnym elektrickym polom. Této situacia sa priam pontika, ked len
netypicky v nékresoch pooto¢ime platne kondenzatora (obr. 7).

Tu uz priamo vidime, Ze podobne ako v tiazovom poli, aj v homogén-
nom elektrickom poli vedie presun Castice v smere vonkajsej sily k narastu
potencialnej energie, pohyb v smere elektrickej sily (naboj nechame ,pa-
dat* podobne ako v tiaZovom poli) vedie k zniZeniu potencialnej energie
stustavy.
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Obr. 7 Vyuzitie analogie tiazového pola a homogénneho elektrického pola

Dalej vidime aj zhodnii volbu nulovej hladiny potenciilnej energie na
zemi, resp. na telesdch so zemou vodivo spojenych. Praca vonkajsej sily
pri prenasani kladného bodového naboja zo vzdialenosti dy do vzdialenosti
dy v smere od zapornej dosky ku kladnej je

W = F, (dy — dy) = QEdy — QEdy = Epy — Epy = AE, > 0.

Praca vonkajSej sily tak vedie k narastu potenciélnej energie sustavy. Ak
oznacime vzdialenost dosiek d a nulovu hladinu potencialnej energie zvo-
lime na uzemnenej doske, je potencidlna energie bodového naboja pri klad-
nej doske E, = QFEd. Odtial uz je len krok k zavedeniu veli¢iny potencial.
V pripade potenciédlnej energie v radidlnom gravita¢nom poli od nabojov
mozno taktiez vyjst z analogie s radidlnym gravitaénym polom. V pripade
elektrostatického pola je v8ak situacia zlozitejsia, kedZe podla znamienok
nabojov moze dojst aj k odpudivej interakcii, na rozdiel od gravita¢ného
pola, ktoré sa prejavuje ¢isto pritazlivymi interakciami. Obdobnym postu-
pom pomocou geometrického priemeru mozeme dojst aj v strednej Skole
ku vztahu
_ 1 Qe

dweg 1

p

V pripade pritazlivej interakcie, kedy st znamienka nabojov nesthlasné,
mozeme volit napr. 1 = +Q a Q2 = —¢q, ¢im dostaneme zaporné hod-
noty potencialnej energie ako pri potencialnej energii gravitacnej s volbou
nulovej hladiny v nekone¢ne (potencidlna energia sistavy dvoch nabojov
je nulova, ked sa naboje od seba velmi daleko). V pripade odpudivej
interakcie (znamienka nabojov st sihlasné) dostavame kladné hodnoty
elektrostatickej potencialnej energie sistavy dvoch nabojov.

Zaver

V tomto prispevku sme sa snaZzili podat prehlad o metodickych po-
stupoch pouZivanych v ucebniciach pri odvodeni vztahov pre potencidlnu

48 Matematika — fyzika — informatika 35 (1) 2026



energiu, previazanosti tém potencidlna energia v tiazovom, gravita¢nom
a elektrostatickom poli. Na zéklade analyzy ucebnic a materidlov pre za-
kladné, stredné, ale aj vysoké Skoly sme dospeli k zéveru, ze pri vyklade
a odvodzovani vztahov pre rozne druhy potencidlnej energie si pouzivané
réznorodé metodické postupy a skoro kazdy autor sa s touto témou vyspo-
riadal inak. Nagim ciefom bolo na zaklade tejto analyzy nacrtnut aspoin
mozny vyklad tychto tém tak, aby resSpektoval zistené skutoc¢nosti a pri
odvodzovani vztahov pre potencialnu energiu bol konzistentny. Dovodom
pre takéto konanie moéZe byt uz len jedna zo zékladnych zasad vyucova-
cieho procesu — zasada systematickosti, ktoré vyjadruje poziadavku logicky
usporiadaného didaktického systému uciva. Netvrdime, Zze nami navrhnuté
postupnost a poznamky k vykladu si jedinym spravnym postupom, sme
vSak presvedceni, Ze pri kladeni dorazu na vacsiu previazanost tém poten-
cidlna energia v gravitatnom/tiazovom a elektrostatickom poli moéze byt
u ziakov a $tudentov ucivo o elektrostatike Tahsie uchopitelné. Niektoré
¢asti z uvedeného vykladu autor ¢lanku uz dlhsie vyuziva vo svojej praxi
a osveddili sa tak aj priamo vo vyucovani fyziky.
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