INFORMATIKA

Vybrané matematické tlohy MO
resitelné pomoci zakovského
programovani (2. ¢ast)

LADISLAV PERK
Pfirodovédecka fakulta UJEP, Usti nad Labem

Uvod

Tento ¢lanek je pfimym pokrac¢ovanim ¢lanku, ktery byl publikovan
v predchozim ¢isle ¢asopisu Matematika—Fyzika—Informatika [1]. V ném
bylo predstaveno Sest matematickych tloh MO, ve kterych byla hledana
feSeni pomoci funkénich programi v jazyce Python. Cilem ¢lanku bylo
popsat zdrojové kody téchto programu. Zaroven byly predstaveny zdrojové
kody s vyuzitim pokrocilych syntaktickych konstrukei jazyka Python.

V podobném duchu je v tomto ¢lanku prezentovano dalsich pét tuloh.
Stejné tak jako jsou u kazdé z téchto tloh také predstaveny zdrojové kody
s vyuzitim pokrocilych syntaktickych konstrukei jazyka Python.

V nasledujici uloze 1 se pracuje s celo¢iselnymi podily, resp. podily pii-
rozenych ¢&isel, u kterych se posuzuje, zda je ¢i neni jejich podil celociselny.

Uloha 1 ([2])

T¥i kamaradky veverky spolu vyrazily na sbér liskovych ofiskii. Zrzecka
jich nas8la dvakrat vic nez Pizizubka a Ouska dokonce tfikrat vic nez Pi-
zizubka. Cestou domu si povidaly a pfitom louskaly a jedly své ofisky.
Pizizubka snédla polovinu vSech origki, které nasbirala, Zrzecka tfetinu
vSech svych ofiskt a Ouska ¢tvrtinu téch svych. Doma veverky zjistily, ze
jim dohromady zbylo 196 ofiski. Kolik ofiskii nasla kazda z veverek?
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Autorské teseni: Oznacme Z jako pocet oriski Zrzecky, P jako pocet ofiska
Pizizubky a O jako pocet ofiska Ousky. V tloze se hledaji vSechny trojice
prirozenych ¢&isel (Z, P, O), které splituji vSechny podminky zadani ulohy.

V réamci rozboru zadéani tdlohy je nutné si uvédomit, ze ¢iselna hod-
nota Z zavisi na Ciselné hodnoté P, stejné tak ¢iselnd hodnota O zavisi
na ¢iselné hodnoté P; matematicky lze tuto situaci zapsat jako Z = f(P)
a O = f(P). Proto neni zapotiebi vycislovat Z a O, postadi vycislit P.
Proto zavedeme jeden cyklus s pevnym poétem opakovani s vhodné po-
jmenovanou proménnou.

Jak jiz bylo feceno vyse, proménné Z a O Ciselné zavisi na ¢iselné hod-
noté P, proto je tieba je ¢iselnd vyjadrit: (. 4 a 5). Po pfichodu veverek
domi budou pak poéty ofiski nasledujici:

P—2, Z—3Z, O—4O.

Protoze pro vy¢isleni poc¢tt po piichodu veverek domi je uplatnéno
¢iselné déleni a zaroven vime, Ze vysledky téchto délenf musi byt pfirozena
Cisla (tj. celoCiselné pocty offgkd), pak je nutné pii tvorbé zdrojového
koédu uplatnit metodu, kterd posoudi celodiselnost téchto déleni. K tomu
je vhodné uplatnit metodu .is_integer (), ktera nabyva hodnoty True
v situaci, kdy &islo A (pfi volani metody A.is_integer()) je celym ¢islem;
v opa¢ném pifpadé nabyva hodnoty False.

import math
for P in range(1l, 1001):
Z= 2 x P
O=3 % P
P2 =P / 2
73 =2 % Z | 3
O4 =3 %0/ 4
if P2.is integer () and Z3.is integer () and O4.is integer ():
if P2 + Z3 + O4 == 196:
print ("P = ", P)
print ("Z = ", Z)
print ("O = ", O)
print ()

Program vypiSe jednu trojici p¥irozenych ¢isel (P, Z,0): (48, 96, 144).
Jednoduchou pocetni kontrolou lze ovéfit spravnost tohoto vypsaného vy-
sledku. Zaroven je mozné se presvédcit o spravnosti tohoto vysledku na-
hlédnutim do feseni MO. 2]
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import math
P=0
splneno = False
while splneno == False:
P=P+ 1
Z =2 %P
O=3 %P
P2 =P / 2
Z3 =2 % Z / 3
04 =3 %0 / 4
if P2.is integer () and Z3.is_ integer () and O4.is integer ():
if P2 + Z3 + O4 == 196:
print ("P = ", P)
print("Z = ", Z)
print ("O = ", O)
splneno = True

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

V nasledujici tloze 2 se pracuje s nejmensim spoleénym nasobkem a
nejvétsim spoleénym délitelem dvou pFirozenych &sel. Uloha je narocnajsi
jak z hlediska volby strategie FeSeni, tak také v naro¢nosti tvorby zdro-
jového kédu pro vyéisleni nejvétsiho spoleéného délitele, resp. nejmensiho
spole¢ného nasobku.

Uloha 2 ([3])
Urcete v8echny dvojice prirozenych ¢isel a a b, pro néz plati
2-NSN(a,b) + 3 - NSD(a, b) = ab, (%)
kde NSN(a, b) zna¢i nejmensi spole¢ny nasobek a NSD(a, b) nejvétsi spo-
le¢ny délitel prirozenych ¢&isel a a b.

Autorské feSeni: V uloze se hledaji vSechny dvojice pFirozenych ¢isel (a, b),
které splituji rovnici (x), kde NSN(a, b), resp. NSD(a, b), je nejmensi spo-
le¢ny nasobek ¢isel a a b, resp. nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b.
Pracuje se tedy s nejmensim spoleénym nasobkem NSN(a, b) a nejvétsim
spoletnym délitelem NSD(a,b) ¢isel a a b, pro které plati vztah

a-b=NSN(a,b) - NSD(a, b). (1)

Vyéisleni NSN(a,b) a NSD(a,b) je mozné pomoci jedné z uvedenych
moznosti:
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(a) samostatné vycisleni pomoci algoritmu NSN(a,b) a NSD(a, b);
(b) vy¢isleni NSN(a, b) pomoci algoritmu a vypocet NSD(a, b) ze vzorce

a-b
NSD(a,b) = —ae—
SD(a.5) = SN D)’
(c) vy¢isleni NSD(a, b) pomoci algoritmu a vypocet NSN(a, b) ze vzorce
a-b
NSN = —.
SN(@:b) = (8D (a,0)

MozZnost (a) je nevyhodné tim, Ze nevyuZije vzorce (1). V prezento-
vaném FeSeni vyuzijeme moznost (c). Budeme tedy vyéislovat NSD(a, b)
pomoci algoritmu a vypocet NSN(a,b) ze vzorce NSN(a,b) = #(bab)'

V ramci vy¢islovani NSD(a, b) pomoci algoritmu je nutné si uvédomit, ze
nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b je takové nejvétsi prirozené ¢&islo, které
beze zbytku déli jak ¢islo a a zaroven ¢islo b. Zaroven plati, ze nejvétsi
spole¢ny délitel ¢isel a a b nemtze byt vétsi nez mensi z Cisel a a b, tj.
NSD(a,b) < {a, b, min(a,b)}. Z duvodu sniZeni vypodletni naro¢nosti bude
hledan nejvétsi spolecny délitel ¢isel a a b od 1 do min(a, b).

Pro ucely vy¢islovani nejvétsich spoleénych délitela vytvorime metodu
NSD(x,y) s parametry x a y (¥. 8). Protoze budeme hledat mensi z ¢isel
z a y, zavedeme proménnou mensi, kterd nejprve bude nastavena na hod-
notu v proménné x (. 2) a v pfipads, Ze hodnota ¢isla v y je mensi nez
hodnota x (¥. 3), pak bude pfepsédna hodnota v mensi na hodnotu y (¥. 4).
Tim se zajisti, Ze v proménné mensi bude ulozeno z mensich ¢isel x a y.
Posléze v intervalu pfirozenych ¢isel od 1 do hodnoty v proménné mensi
pomoci cyklus s pevnym poc¢tem opakovani s Fidici proménnou i (¥. 6)
posuzujeme, zda piirozené ¢islo v i beze zbytku déli ¢islo v x a zaroven
y pomoci operdtoru modulo % v konjunktivnim tvaru pomoci spojky and
v podminéném pitkazu if (¥. 7). V piipadé, Ze nastane tato situace, pak se
ulozi do pomocné proménné NSD ¢iselnd hodnota i (¥. 8). Tim, Ze dochézi
k vzestupnému posuzovani ¢isel v i, pak po ukonceni cyklu s pevnym po-
¢tem opakovani se nachazi hodnota nejvétsiho spoleéného délitele &isel v x
a y. Tato ¢iselna hodnota NSD bude navratova hodnota metody NSD(x,y)

(¥. 9).
Pro acely vyéisleni nejmensich spoleénych nasobkt vytvoiime metodu
NSN(x,y) s parametry x a y (¥. 12). Vyuzijeme vztahu NSN(z,y) = NSS%(Zy)

a tento vztah vy¢islime s ulozenim do proménné NSN (¥. 13). Tato ¢iselna
hodnota bude navratovou hodnotou metody NSN(x,y) (¥. 14).
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def NSD(x, y):

mensi = a
if b < mensi:
mensi = b
for i in range(l, mensi + 1):
if x%i == 0and y % i == 0:
NSD = i
return NSD

def NSN(x, y):
NSN = x % y / NSD(x, y)

return NSN
for a in range(1l, 1001):
for b in range(1l, 1001):
if 2 = NSN(a7 b) + 3 *= NSD(a, b) == a = b:
print ('a = ', a)
print ('b = ', b)

print ()

Program vypise (a,b): (3, 9), (5, 5) a (9, 3). Jednoduchou pocetni kontro-
lou lze ovérit spravnost tohoto vypsaného vysledku. Zaroven je mozné se
presvédéit o spravnosti tohoto vysledku nahlédnutim do feSeni MO.

V nésledujici tloze 3 se do soucinové pyramidy dopliuji kladna cela
¢isla tak, aby ¢islo v nejvySe postaveném poli bylo 90. V ramci feSeni
hledame vSechny ¢iselné hodnoty pouze pole nachézejiciho se v nejnizsi
vrstvé uprostied. Uloha je ukézkou prace s tlohami vyjadiujicimi ¢iselné
vztahy pomoci grafického vyjadieni.

Uloha 3 ([4])
V soucinové pyramidé je v kazdém poli jedno kladné celé ¢islo, které je

soucinem ¢isel ze dvou sousedicich poli z niz&i vrstvy. Ve vrcholu trojvrstvé

soucinové pyramidy je ¢islo 90.
Kl
I EN

Jakeé ¢islo muze byt ve vyznaceném poli? Urcete vSechny moznosti.

Autorské Feseni: V tloze se hledaji kladna cela &isla, ktera se maji doplnit

do jednotlivych poli pyramidy s tim, ze ¢isla ve vySsi vrstvé poli jsou
souciny dotykovych poli z nizsi vrstvy.
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Cisla v kazdém poli ve vySSi vrstvé jsou soudiny cisel ze dvou soused-
nich poli niz8i vrstvy, proto je nutné systematicky vy¢islovat pouze pole
v nejnizsi vrstveé; ¢isla v polich ve vyssi vrstvé pak vyjadrit jako prislusné
souciny ¢&isel poli z nizs{ vrstvy.

Pro acely vyjadieni vztaht mezi jednotlivymi poli pak zavedeme tii
proménné, napf. a, b a ¢, pro tii pole v nejnizsi vrstvé, zbyla pole pak
budou vy¢islena dle néasledujiciho obrazku:

Protoze ¢isla v proménnych a, b a ¢ maji byt kladna cela ¢isla mensi nez
90, proto bez hlubsiho matematického zamysleni je mozné kazdou z pro-
ménnych a, b a ¢ vyéislit od 1 do 89. Cislo 90 mé vzniknout jako soudin
Cisel a-bab-c, tedy a-b?-c. Toznamena, Ze musi platit, Ze

a-b%c=90.

Pro ucely zajisténi vycisleni proménnych a, b a ¢ zavedeme tfi vzajemné
vnofené cykly s pevnym poétem opakovani se zavedenim vhodné pojme-
novanych proménnych a, b a ¢ s vy¢islenim od 1 do 88 (¥. 1-3). Podminku
pro posouzeni rovnosti a - b? - ¢ = 90 zrealizujeme pomoci podminéného
piikazu if (. 4). V pfipadé kladného vyhodnoceni této podminky jsou
vypsana ¢isla ze vSech prazdnych cihlicek (¥. 5-12).

for a in range(1l, 89):
for b in range(1l, 89):
for ¢ in range(1l, 89):
if a x b *x b *x c == 90:
print (
print (
print (
print (
print (
print (
print (
print (

[loa oIl Il
ol - - -

Program vypiSe celkem 16 feSeni s ¢iselnymi hodnota ve v8ech buiikach
pyramidy. Ve vypisech se v poli s otaznikem vyskytuje pouze ¢islo 1 a 3.
Nahlédnutim do feseni MO je mozné se piesvédéit o spravnosti téchto
nalezenych vysledki.
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Ulohu se také mozné také fesit s vyuzitim pokroéilych syntaktickych
konstrukei. Misto uplatnéni t¥i vzajemné vnorenych for cykla lze uplatnit
metodu product se tfemi proménnymi (¥. 3-6).

from itertools import product

for x in product(range(1l, 10), repeat = 3):

if a *x b x b x ¢ == 90:

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

V nésledujici tloze 4 pracujeme s kvadratickou rovnici a jejimi kofeny.
Uloha je zajimava tim, Ze v ramci tvorby zdrojového kodu musime bez-
podmineéné vyjadrit nejen kofeny kvadratické rovnice, ale také jeji diskri-
minant, podle kterého se rozhodne, zda tloha mé ryze realné koreny.

Uloha 4 ([5])
Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel a, b takovych, Zze soucet a + b je
kofenem rovnice
2 +ar+b=0.

Autorské teseni: V tloze se hledaji vSechny takové dvojice celych ¢&isel a
a b, kdy alespoi jeden koten kvadratické rovnice x2 + ax + b = 0 je roven
celému ¢&islu a + b. V ramci feSeni tedy hledame vycisleni kofenti rovnice
2?2 + ax + b = 0 a porovnavame alespoii jedno toto vy&isleni s hodnotou
a+b.

Diskriminant rovnice 22 + ax +b=0je D =a%? —4-1-b = a® — 4b,
druha odmocnina diskriminantu pak v'D = va2 — 4b. Kofeny kvadratické

rovnice jsou
—axtvD
1,2 = 2 )

tzn. prvni kofen x7 = a druhy kofen xo = _“_2\/5. Ze zadéani
plyne, Ze alespon jeden kofen rovnice mé byt sou¢tem a + b; protoze ale

rovnice miZe mit také dvojnasobny kofen (pii D = 0), pak musi platit

—a+vD
2

(x1=a+b)V(zg=a+b)V(r12=a+b).
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Postaci ale pouze podminka

(x1=a+0b)V (z2a =a+Db).

Program vypiSe ¢tyii usporadané dvojice (a,b): (—6,8), (—6,9), (0,—1) a
(0,0).

Ulohu se také mozné také fesit s vyuzitim pokrocilych syntaktickych
konstrukci. Misto uplatnéni dvou vzajemné vnoienych for cykla lze uplat-
nit metodu product se dvéma proménnymi (¥. 4-6).

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledka identické.

V nasledujici tloze 5 se pracuje s jednim algebrogramem s péti pismeny.
Uloha 5 ([6])

Urcete, kolik ruznych feseni mé nasledujici algebrogram. Kazdé pismeno
odpovidé jedné &islici od 0 do 5, rizné pismena odpovidaji riznym ¢islicim,
stejna stejnym.

Wl =
&> O
W= »
> O »
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Autorské Teseni: V tloze se hleda pocet vSech pétic kladnych celych ¢isel
(A,B,K,0,S), které splituji rovnost

KOSA+ SAKO = BABA.

Proménné (A, B, K, O, S) mohou nabyvat celo¢iselnych hodnot od 0 do 5.

Protoze jsou ¢iselné hodnoty proménnych A, B, K, O, S uréeny jedno-
zna¢né, je vhodné pro tcely jejich vy¢€isleni uplatnit pét vzajemné vnote-
nych cyklt s pevnym pocétem opakovani s vhodnym pojmenovanim fidicich
proménnych (¥. 1-5).

Protoze ale musi byt splnéno, ze ¢iselné hodnoty v proménnych A, B,
K, O, S musi byt vzajemné ruzné, je nutné pred dalsi praci s témito
proménnymi posoudit vzajemnou ¢iselnou riznost. Protoze obecné plati,
ze pokud plati nerovnost X # Y, pak neni zapotiebi posuzovat nerovnost
Y # X. Z toho plyne, Ze vzajemnou riznost proménnych A, B, K, O, S
lze vyjadrit jako

(A£BYNA£K)ANA£O)A(A#S)A(B#£K)A
ANBAOYA(B#S)AK#O)AE £S)AO#£S). (2)

Je nutné provést dekadické vyjadieni:

KOSA jako 1000 - K +100- O +10- S + A,
SAKO jako 1000- S +100- A+ 10- K+ O a
BABA jako 1010- B 4101 - A (¥. 11-13).

Pro tcely vyhodnoceni splnéni rovnosti

KOSA+ SAKO = BABA

je nutné uplatnit podfizeny ptikaz (¥. 15). V pfipadé kladného vyhodno-
ceni této podminky je mozné pfistoupit k inkrementaci proménné regis-
trujici pocet nalezenych pétic (f. 23), kterou je nutné pred prohledavanim
stavového prostoru vynulovat (f. 1). Po ukonéeni prohledavani stavového
prostoru je vhodné vypsat ¢iselnou hodnotu proménné registrujici pocet
hledanych pétic (f. 2). Tim doslo k vypsani hledaného poc¢tu FeSeni.
pocet = 0
for A in range (0, 6):

for B in range (0, 6):

for K in range (0, 6
(

E
for O in range(0, 6):
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for S in range (0, 6):

if Al= B and A!=K and A!=0 and A!=S and B!=K and
=0 and B!=S and K!=0 and K!=S and O!=S:

KOSA = K % 1000 + O = 100 + S * 10 + A
SAKO = S % 1000 + A % 100 + K % 10 + O
BABA = B % 1000 + A = 100 + B % 10 + A

if KOSA+SAKO = = BABA:

print ("A = ", A)
print ("B = ", B)
print ("K = ", K)
print ("O = ", O)
print("S = ", S)
pocet=pocet+1
print ()

print ("Pocet algebrogramu: ", pocet)

Program vypiSe 16 algebrogrami ve tvaru (A, B, K, O, S):

(1,5,2,0,3), (1,5,3,0,2), (2,4,1,0,3), (2,4, 3,0,1),

(2,5,1,0,4), (2,5,4,0,1), (3,5,1,0,4), (3,5,4,0,1),

(4,3,1,0,2), (4,3,2,0,1), (4,5,2,0,3), (4,5,3,0,2),

(5,3,1,0,2), (5,3,2,0,1), (5,4,1,0,3), (5,4,3,0,1).

Stejné tak program vypiSe informaci o vypsaném poctu algebrogrami.
Jednoduchou pocetni kontrolou lze ovérit spravnost té€chto vypsanych vy-
sledkti. Zaroven je moZné se pfesvédéit o spravnosti téchto vysledka na-
hlédnutim do feseni MO.

Ulohu lze také Fedit s vyuzitim pokroéilych syntaktickych konstrukei.
Misto uplatnéni péti vzajemné vnofenych for cykla lze uplatnit metodu
product s péti proménnymi (¥. 6-11).

Posouzeni vzajemné ¢iselné ruznosti proménnych A, B, K, 0 a S je mozné
také realizovat s vyuzitim pokrodcilych syntaktickych konstrukei. Pro ucely
posouzeni vzajemné Ciselné riznosti proménnych A, B, K, 0 a S lze misto
péti vzajemné vnofenych for cykli (f. 1-3) uplatnit metodu combinations
(f. 3) z knihovny itertools (. 2). Na toto posuzovani riiznosti lze totiz
z hlediska kombinatoriky nahlizet jako na kombinace bez opakovani. Z pied-
choziho vy¢isleni plati, Ze proménné A je v proménné x[0], proménné B
je v proménné x[1], proménna K je v proménné x[2], proménna 0 je
v proménné x[3] a proménna S je v proménné x[4]. Indexy proménné x
nabyvaji celo¢iselnych hodnot od 0 do 4. Vlastni posouzeni vzajemné riz-
nosti ¢iselnych hodnot v proménnych A, B, K, 0 a S lze zrealizovat pomoci
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metody combinations (¢iselny rozsah od 0 do 4 — indexace proménnych
A, B, K, 0, S a pro dvé proménné n[0] a n[1]) v ramci for cyklu s fidici
proménnou n (f. 14). V proménnych n[0] a n[1] jsou indexy 0 aZ 4 za-
psané jako kombinace dvojic bez opakovani{; posouzeni v ramci podminky
x[n[0]]1==x[n[1]1] je pak identické s posouzenim podle vztahu (2).

Pro acely posuzovani ¢iselné riaznosti hodnot v proménnych A, B, K, O
a S je algoritmicky nutné najit alesponi jednu ¢iselnou dvojici, ktera je ¢i-
selné shodné a tim zajistit, Ze neni splnéna podminka vzajemné riznosti
¢iselnych dvojic. Proto zavedeme pomocnou proménnou, napi. ruznost,
kterou nastavime na hodnotu True (¥. 13) a v p¥ipadé nalezeni alespon
jedné shodné ¢iselné dvojice ji piepsat na hodnotu False(¥. 16). Program
pak muze dale pokracovat, pokud nedoslo k tomuto pfepisu, tedy v pro-
ménné ruznost je stale hodnota True (. 18).

from itertools import product
from itertools import combinations
pocet = 0
for x in product(range(0, 6), repeat = 5):
A = x[0]
B = x|[1]
K = x[2]
O = x[3]
S = x[4]

ruznost=True
for n in combinations(range (0, 5), 2):
if x[n[0]] ==x[n[1]]:
ruznost=False

if ruznost == True:
KOSA = K * 1000 + O = 100 + S = 10 + A

Vypisované vysledky tohoto programu jsou shodné s vypisovanymi vy-
sledky predchoziho programu. Oba programy jsou proto z hlediska vypi-
sovanych vysledki identické.

Dalsi moZnosti je vyuziti funkce v Pythonu len(), kterd vraci pocet
prvkl v argumentu po odstranéni duplicit. To znamena, Ze pokud uplat-
nime zapis len({A, B, K, 0, S}), funkce len() vrati poCet proménnych
obsahujicich vzajemné ruzna cisla — tedy cela ¢isla od 1 do 5. Pokud
maji byt ¢isla v proménnych A, B, K, 0, S vzajemné riuzna, pak pocet
len({A, B, K, 0, S}) bude roven ¢islu 5. Posouzeni vzijemné ciselné
ruznosti proménnych A, B, K, 0, S lze tedy zrealizovat pomoci podminky
len({A, B, K, 0, S}) == 5.
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Uvedeny zéapis demonstrujeme na nasledujicim zdrojovém kodu (¥. 12).
from itertools import product
pocet = 0

for x in product(range(0, 6), repeat = 5):
= x|[0]

MONUJTP

if len({A, B, K, O, S}) == 5:
KOSA*K*IOOO-&-O*IOO-{—S*IO-&-A

Shrnuti

V predlozeném piispévku jsme prezentovali pét vybranych matematic-
kych uloh MO, které jsme fesili pomoci programovani v jazyce Python.
U vsech tuloh bylo predstaveno také feSeni s vyuzitim pokrocilych syntak-
tickych konstrukei.
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