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Symetrie (soumérnosti) jsou nesmirné zajimavymi a vyznamnymi vlast-
nostmi hmotnych objektd redlného svéta i abstraktnich objekt v mnoha
védnich oborech, specidlné v matematice. Ve Skolské matematice je syste-
matickd pozornost vénovana symetriim matematickych objekti (atvart)
zpravidla jen v geometrii. Je tfeba si uvédomit, Ze se symetriemi mate-
matickych objekti se setkdvame jako s velmi zajimavymi a dilezitymi
vlastnostmi také v dalsich oblastech matematiky, specidlné v algebfe.

Nejen zajimavym, ale i velice uzite¢nym algebraickym vyuzitim symet-
rif jsou symetrické polynomy a symetrické soustavy algebraickych (poly-
nomickych) rovnic feSené metodou substituce. Jejich vykladu a uziti je
vénovan nas ¢lanek. Vzhledem k jeho rozsahu i z didaktickych duvodi se
v ném omezujeme na symetrické soustavy algebraickych rovnic o dvou a
tfech nezndmych s realnymi koeficienty.

Uvodem piipomeneme dvé dilezité véty ze stiedoskolské matematiky
o symetrickych vlastnostech kofent kvadratickych rovnic a pfipojime dvé
analogické véty pro kubické rovnice s redlnymi, resp. komplexnimi koefi-
cienty.

Véta 1 (o rozkladu normovaného kvadratického polynomu)

Kuvadratickd rovnice v normovaném tvaru x2 + px + q¢ = 0 md koreny
z1, T2 € C, prdve kdyZ kvadraticky polynom x2 + px + q lze rozloZit na
soucin korenovych ciniteli x — x1, x — x2, tj.

22+ pr+q=(r—x1)(T — 2). (1)
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Véta 2 (Vietovy vztahy pro normovanou kvadratickou rovnici)
Koveny normované kvadratické rovnice z? + pr + q = 0 jsou cisla
x1,x9 € C, prave kdyz plati vztahy (Vietovy vzorce)

T+ X2 = —p, T1T2 = (¢. (2)

Diikaz. Tato véta je jednoduchym a velmi nazornym dusledkem véty 1.
Roznasobenim kotenovych ¢initelt na pravé strand rovnosti (1) dostavame

22 Fpr+q=2"— (21 +z2)2 + 2122
a tato rovnost polynomu nastavéa, pravé kdyZ jsou si rovny jejich koefi-
cienty, tj. kdyZz plati vztahy (2).

Véta 3 (o rozkladu normovaného kubického polynomu)

Kubickd rovnice v normovaném tvaru x> + px? + qx +r = 0 md kofeny
21, 29,23 € C, prdave kdyZ kubicky polynom x® + px? + qx + r lze rozloZit
na soucin korenovijch initeld r — x1, x — x2, T — T3, tJ.

23 pr? fgrdr= (v —x1)(x — 20) (2 — 3). (3)

Véta 4 (Vietovy vztahy pro normovanou kubickou rovnici)
Koreny normované kubické rovnice x> + px? + qr +r = 0 jsou cisla
z1,x9,x3 € C, prave kdyz plati vztahy (Vietovy vzorce)

1+ T2+ T3 = —p, T1T2 + T1x3 + Tox3 =q, T1xTox3 = —1. (4)
Drikaz. Tato véta je diusledkem véty 3. Roznésobenim korenovych Cinitela
na pravé strané rovnosti (3) dostavame
2 4prPdqrtr = 2® — (v + 2o ta3)r + (2100 + 1123+ T0x3) T —T 2003 = 0

a tato rovnost polynomu nastava, pravé kdyz jsou si rovny jejich koefi-
cienty, tj. jestlize plati vztahy (4).

1. Symetrické polynomy dvou proménnych

Polynomem f(x,y) proménnygch x, y s redlngmi koeficienty se rozumi
soucet algebraickych vyraza tvaru ax™y"”, kde a € R, m,n € Ny. Oborem
proménnych z,y je obor komplexnich ¢isel C.

Specialng: Polynom f(x,y) se nazyva symetricky polynom proménngch
x, y, jestlize se nezméni pii zdméné poradi proménnych z, y, tj. plati-li

f(z,y) = f(y,z) pro vechna z,y € C. (5)
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Priklad symetrického a nesymetrického polynomu 2 promeénngch
Polynom x3y? + 2293 je symetricky, polynom z® + y? neni symetricky.

Dvojice symetrickych polynomu

ez, y) =z+y, ea,y) =ay (6)
tvori tzv. elementdrni symetrické polynomy proménnych x, y. Uziva se pro
né téz oznaceni

u=ei(z,y), v=e(z,y) (7)
neboli substituce
u=z+uy, v = zY. (8)

Pozndmka 1. Elementarni symetrické polynomy dvou proménnych se vy-
skytuji v modifikované podobé ve Viétovych vzorcich pro kvadratickou
rovnici (viz vétu 2).

Volba elementéarnich symetrickych polynomt (6) neni ndhodna, ale ta-
kova, ze plati néasledujici vyznamné véta.

Véta 5 (zakladni véta o symetrickych polynomech dvou proménnych)

Kazdy symetricky polynom f(x,y) proménngch x, y lze jednoznacné
vyjddrit jako polynom g(u,v) proménnych u, v dangjch vztahy (8), piicemz
plati

Fa,y) = gluv). (9)
Priklady upravy symetrického polynomu f(x,y) na tvar g(u,v)
2 +y? = (v +y)? - 22y = u® — 2,
2 2 _ 2, .2 _ 2
rH+ry+y =" +y  +rxy =u" —v,
2 2 _ 2, .2 _ .2
¥ —xy+y =" +y —axy=u" —3v,
2?4y = (x+y)? - 3(z +y)ry = v’ — 3w,

Obdobné by bylo mozné provést tpravy symetrickych polynomu =" +y™
proménnych x, y na polynomy proménnych u, v i pron =4,5,..., avSak
mnohem jednodussi je vyuzit pro né rekurentni vyjadieni podle nasledujici
véty.

Vé&ta 6 (o rekurentnim vyjadieni posloupnosti mocninnych soucti)

Posloupnost mocninngch soucti s, = x™ +y™ (r,y € C, n € N) lze
vyjddrit v proménnych u, v rekurentnim zaddnim (rekurentnim vzorcem)

S0=2, S1=U, S, =USp_1—VSp_o pron €N, n>2 (10)
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Dikaz sg = 2° +4y° = 2, sy =z +y = u a pro n > 2 uZitim zpétné
substituce dané vztahy (8) dostavame
USpy_1 = (.T +y)(xn71 +yn71) — " _|_:Cyn71 _|_yxn71 +yn —
= 2" +y" +ay(@" P +y" %) = sp + vsna,
odkud plyne dokazovany rekurentni vzorec (10).

Uzitim véty 6 je mozné postupné ziskat vyjadieni s,, v proménnych u, v
uvedend ve 2. sloupci tabulky 1.

Tabulka 1
Sp v proménnych z, y | s, v proménnych u, v
S1=x+Yy S1=1u
52:x2+y2 s9 =u? — 2
s3 = +19° s3 = u® — 3uw
54:z4+y4 s4 = ut — duv + 202
s5=ax° +y° s5 = u® — 5udv + buw?
s¢ = x8 + y6 sg = u® — 6utv + 9u?v? — 208
sr=a +9y7 s7 =u’ — Tudv + 14udv? — Tuvd

2. Symetrické soustavy algebraickych rovnic o dvou neznidmych
V této i dalsich ¢astech €lanku navazujeme na nas piispévek [5], ve kte-
rém je formulovan pojem soustavy n algebraickygch rovnic o n nezndmgyjch
a podrobné s piiklady popsano jeji feSeni metodou postupné eliminace ne-
zndmych (MPE).
Symetrickd soustava algebraickgch rovnic s nezndmymi x, y v oboru C
je soustava rovnic, kterou lze zapsat v anulovaném tvaru

0
0

fl(xay)
fQ(x’y)

kde f1(z,y), f2(x,y) jsou symetrické polynomy proménnych x, y. Z divodu
symetrie pro ni plati: Je-li uspofadana dvojice (c1,c2) €isel ¢1,c2 € C
FeSenim soustavy rovnic (11), pak také usporadana dvojice (ca,c1) je jejim
feSenim.

’ (11)
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Specidlni piipad symetrické soustavy algebraickych rovnic (11)
Vyznamny specialni p¥ipad soustavy rovnic (11) je

T+y = ai, (12)

Y = agz,

kde levymi stranami rovnic jsou elementarni symetrické polynomy a pra-
vymi stranami jsou dané konstanty a;,as € R.

Resent soustavy rovnic (12) MPE. Neznamou y eliminujeme tak, ze z 1. rov-
nice vyjadiime y = a; — x a dosadime do 2. rovnice, anebo 1. rovnici
vynasobime x a do rovnice 2% + xy = a,x dosadime za xy z 2. rovnice.
Dostavame tak pro neznamou x kvadratickou rovnici

22 — a1z + ay = 0. (13)

Jeji diskriminant je D = a? — 4as. Pro D > 0 ma dva reilné kofeny x1, z2
a pro D < 0 dva imaginarni (komplexné sdruZené) kofeny x1, x2. V obou
pifipadech pak y1 = a1 — x1, yo = as — 2.

Pozndmka 2. Ke kvadratické rovnici (13) 1ze dospét téZ pfimo uzitim ana-
logie soustavy rovnic (12) s Viétovymi vzorci pro kvadratickou rovnici
v normovaném tvaru podle véty 2.

Piiklad Fe3eni symetrické soustavy algebraickych rovnic tvaru (12)
V oboru komplexnich ¢isel FesSte symetrické soustavy rovnic
a) x4y =3, b) z+y =2,
Ty = 2, zy = 10.

Resent. MPE eliminaci neznamé y dostavame:

a) 2 —3x+2=0,D=1,21 =2, 25 =1, y; = 1, yo = 2; dand soustava
rovnic ma 2 feSeni (2;1), (1;2),

b) 22 -224+10=0,D = —36, 21 = 1+3i, 20 =1—3i, 91 =1 —3i, yp =
= 1+3i; dan4 soustava rovnic ma 2 feseni (1+3i;1—31), (1—-31; 1+3i).

Obecny pripad symetrické soustavy algebraickych rovnic (11), te-
Seni metodou substituce

vvvvvv

Pro obecné (slozitéjsi) symetrické soustavy algebraickych rovnic (11) je
mozné k feSeni pouZit metodu postupnych eliminaci neznamych (MPE).
Avsak to neni vzdy snadné a hlavné algebraické rovnice ziskana elimi-
naci nezndmych miize byt vysokého stupné. Proto je zpravidla vyhodnéjsi
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vyuzit symetrii soustavy rovnic a k jejimu FeSeni pouzit specifickou sub-
stituéni metodu, kteréd je zalozena na substituci symetrickych polynomu
elementarnimi symetrickymi polynomy podle véty 5.

Postup TeSeni symetrické soustavy algebraickgch rovnic (11) metodou
substituce spociva ve 3 krocich.

1. krok: Symetrické polynomy fi(x,y), fo(x,y) v soustavé rovnic (11)
se uZitim substituce (8) neboli

rt+y=u, TY=" (14)

upravi na ekvivalentni tvary g1 (u,v), ga(u,v).
2. krok: Ziskana ekvivalentni soustava algebraickych rovnic (obecné ne-
symetrickych)
g1 (u,v) = 0,
g2(u,v) =0
se Tesi obvykle metodou postupnych eliminaci neznamych (MPE) a jeji
feSeni se oznadi u;, v;.
3. krok: Zpé&tnym uzitim substituci (14) pro u = u;, v = v; se dostavaji
vystupni soustavy rovnic pro nezndmé x, y

(15)

T+y=u; TY="1;. (16)
To jsou soustavy rovnic tvaru (12), ale nyni obecné je u;, v; € C. Eliminaci
neznamé y se z ni obdobné ziskava pro neznamou x kvadraticka rovnice
2 — iz +v; = 0. (17)
Jeji kofeny x; a piislusna y; jsou (vzhledem k ekvivalenci rovnic) téz ko-
Feny dané soustavy rovnic (11).

Pozndmka 3. Kvadratickou rovnici (17) lze alternativné ziskat pfimo uzi-
tim véty 2 (viz poznamku 2).

Priklady Teseni symetrickijch soustav algebraickiych rovnic tvaru
(11) uZitim metody substituce

V oboru komplexnich éisel feste metodou substituce nasledujici symet-
rické soustavy algebraickych rovnic.

Priklad 1
r+ay+y =11,

2%y + xy? = 30.
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Reseni (metodou substituce). Danou soustavu rovnic upravime na tvar

r+y+zy = 11,
(x +y)zy = 30.

Uzitim substituci « + y = u, xy = v ziskdvame pro nezndmé u, v soustavu
rovnic
u+v=11, wuv =30,

kterou fesSime postupem MPE. Z 1. rovnice v = 11 — u a po dosazeni
do 2. rovnice se v ni eliminuje neznama v. Pro nezndmou u dostavame
kvadratickou rovnici u? — 11u + 30 = 0, kterd ma diskriminant D = 1
a kofeny u; = 6, ug = 5. K nim piislusi v;1 = 11 —u; =5, vo = 11 —uy = 6.
Z téchto hodnot ziskdme zpé&tnou substituci pro neznamé x, y dvé vystupni
soustavy rovnic

r+y = 6, r+y =5,
Ty = 5, zy = 6.

Resfme je opét uzitim MPE.

Pro 1. soustavu rovnic y = 6 —x, 22 =6z +5 =0, 21 = 5, z2 = 1,
YL = 1, Y2 = 5.

Pro 2. soustavu rovnic y = 5 —x, 22 =52 +6 =0, 3 = 3, 4 = 2,
Ys = 27 Ya = 3.

Dana soustava rovnic mé tedy 4 feseni: (5;1), (1;5), (3;2), (2;3).

Na porovnani uvedme struc¢né pro danou soustavu rovnic z prikladu 1
jeji alternativni tesent primym uZitim MPE. Z 1. rovnice dané soustavy
vyjadiime y = (11 — z)/(z 4+ 1) pro © # —1 a dosazenim do 2. rovnice
po rozsahlych tupravach dostavame pro neznamou x algebraickou rovnici
4. stupné (kvartickou rovnici) z* — 1122 + 422 — 612 + 30 = 0.

Priklad 2

1'2 +y2 — 47
Reseni. Uzitim substituce x + Yy =u xy = v je x> +1y> = u® — 2,

22 +y3 = u —3uw (tab. 1). Z dané soustavy rovnic pro x, y tak dostavame
ekvivalentni soustavu rovnic pro neznamé u, v

u? — 20 = 4,

u® — 3uv = 8,
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kterou fesfime MPE. Z 1. rovnice vyjadiime v = 3(u® — 4) a po dosazeni
do 2. rovnice dostavame pro u kubickou rovnici u? — 12u + 16 = 0. Jeji
kofeny hleddme mezi déliteli absolutniho ¢lenu 16. Zjistujeme, Ze mé ko-
Feny u; = 2 (dvojnasobny kofen) a us = —4. Jim p¥islusi v1 = 0 a v2 = 6.

Zpétnou substituci ziskdme 2 vystupni soustavy rovnic pro neznamé zx, y:

£C+y:27 $+y=—47
zy = 0, xy = 6.

Resime je MPE.

1. soustava rovnic ma feSeni 1 =2, y3 =0 a x5 =0, yo = 2.

2. soustava rovnic ma feSeni xz3 = —2 + \/ii, ys = —2 — V2i a
Ty=—2—/2i, ys = -2+ V2i.

Dané soustava ma tedy 4 Feseni: (2;0), (0;2), (=2 + v2i; -2 — v/2i),
(=2 — V/2i; =2 4 /21).

Na porovnani uvedme opét pro danou soustavu rovnic z piikladu 2
jeji alternativni vesent primym uzZitim MPE. Z 1. rovnice dané soustavy
vyjadiime y? = 4—2? a z jeji 2. rovnice y* = 8—23. Odtud je ¢ = (4—2?)3
ayb = (8—1z3)2 takze (4—22)3 = (8 —23)? neboli po tpravich dostavime
pro neznamou z algebraickou rovnici 6. stupné 2% — 624 + 823 + 2422 = 0.
Protoze 1% — 62% + 823 + 2422 = 2%(2* — 622 + 8z + 24), je tedy z = 0
nebo z* — 622 + 8z + 24 = 0 (kvarticka rovnice pro ).

Poznamka 4. V pfikladech 1 a 2 pfimé pouziti MPE k feSeni dané soustavy
rovnic vedlo na feSeni algebraické rovnice vyssiho stupné nez pii feSeni
dané soustavy uzitim metody substituce. Obdobné o vyhodnosti pouziti
této metody se lze presvéddit i v dalsich piikladech.

Priklad 3
r+ry+y =5,
2+ 23y P = 1T
Resent. Danou soustavu rovnic upravime na tvar
r+y+ay=5 2*+y+a’ =17

Substituce: z+y = u, xy = v, 23 +y> = u® —3uw (tab. 1). Ziskana soustava
rovnic pro neznamé u, v:

u+v=>5, ud—3uv+vd=17.
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Jeji fegeni MPE: v = 5—u a po eliminaci v z 2. rovnice u? —5u+6 = 0. Tato
kvadratickd rovnice s diskriminantem D = 1 ma kofeny u; = 3, ug = 2,
jimz pFislusi vy = 2, vo = 3. Zpétnou substituci dostavame dvé vystupni
soustavy rovnic pro neznamé z, y:

Tty = 37 Tty = 27
Ty = 2, Ty = 3.
Jejich feseni MPE:
1. soustava ma feSeni 1 =1,y =2 a x5 =2, yo = 1.
2. soustava mé TeSeni x3 = 1 + \/Ei, ys = 1 — V2iaxz, =1- \/ii,
ys = 1++/2i.
Dan4 soustava rovnic ma tedy 4 feseni: (2;1), (1;2), (1++/2i;1—+/2i),
(1 —+/2i;1+/2i).
Priklad 4
z+y =4,
zt 4yt = 82.

Regent. Substituce: z +y = u, zy = v, 2* +y* = u* — 4u2v + 202 (tab. 1).
Ziskana ekvivalentni soustava rovnic pro neznamé u, v:

uw=4, u*—4u?v+20°% =282

Odtud plyne pro neznamou v kvadraticka rovnice v2 — 32v + 87 = 0, kterd
mé diskriminant D = 676 a kofeny v; = 3, vo = 29, jimz odpovidaji
Uy = U = 4.
Zpétnou substituci dostavame dvé vystupni soustavy rovnic pro ne-
zndmé x, y:
r+y =4, r+y =4,
29.

ry = 3, xy
Jejich feseni MPE:
1. soustava ma feSeni 1 =3,y =1l azs =1, yo = 3.
2. soustava ma Teseni x3 = 2451, y3 =2—5iaxy = 2—51, yg = 2+ 51i.
Dan4 soustava rovnic mé tedy 4 feSeni: (3;1), (1;3), (2 + 5i;2 — 5i),
(2 — 5i;2 + 5i).
Priklad 5
©?—zy+y* =T,
ot 4+ 2%y% +yt = 91.
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Resend. Substituce: = + y=u,zy =v, 22 +y> =u? -2, 2t +yt =
= u* —4u%v +2v? (tab. 1). Ekvivalentni soustava rovnic pro nezndmé u, v:

w—-3v="7, u*—4uv+ 30?2 =091

Uzitim MPE obdobnym postupem jako v pfedchozim piikladu se upravi
do tvaru v = 3, u? = 16 s feSenim u; =4, uy = —4, v; = vy = 3. P¥islugné
dvé vystupni soustavy rovnic pro nezndmé x, y maji feSeni 1 = 3, 1 = 1,
$2:1,y2:3,1‘3:—1,y3:—3, $4:—3,y4=—1.

Dana4 soustava rovnic ma tedy 4 feSenti: (3;1), (1;3), (—1; —-3), (—3; —1).

Priklad 6
Reste v oboru komplexnich ¢&isel soustavu rovnic

r+y = a,
2Tyl =adl,
kde a je nenulovy realny parametr.

Resend. Substituce: z+y = u, zy = v, 27 +y7 = v’ — TuPv+ 14udv? — Tuv®
(viz tab. 1). Ziskanou soustavu rovnic pro neznamé u, v resime MPE:

u=a, Tav(v?—2va®+ a*) = Tav(v —a?)*=0.
Jejim FeSenim (pro a # 0) jsou u; = a, v1 =0 a ug = a, vy = a?.

Resenim pfislusnych vystupnich soustav rovnic pro nezndmé z, y do-
staneme 1 = a,y; = 0,22 =0, y2 = a, x3 = %(1+\/§i), Yz = %(1—\/?:1),
zg = 2(1 - V/3i), ya = 2(1 +V3i).

Dané soustava rovnic ma 4 fesent: (a; 0), (0;a), (%(1++/31); £(1—/31)),
(01— V3i): §(1 + V3D).

3. Symetrické polynomy tii proménnych

Polynomem f(x,y, z) proménnych x, y, z s redlngmi koeficienty se roz-
umi soudet algebraickych vyrazi tvaru ax™y"z*, kde ¢ € R, m,n, k € Ny.
Oborem proménnych x, y, z je obor komplexnich ¢isel C.

Specialné: Polynom f(z,y,z) se nazyva symetricky polynom promeén-
nyjch x, y, z jestlize se nezméni pii jakékoliv zaméné poradi proménnych
x,y, z, tj. plati-li

f(z,y,2)

(,2,9) = f(y,2,2) = f(y,2,2) =
(z,z,y) = f(z,y,2) pro viechna z,y,z € C. (18)

f
f
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Pozndmka 5. Pro zjisténi, je-li dany polynom f(x,y, z) symetricky, staci
ovéfeni tif z rovnosti (18), vyjadfujicich zaménu kterychkoliv dvou pro-
ménnych, tj. f(x’yvy) = f(x,z,y), f(xa y,Z) = f(zvyax)v f(ﬂc,y,z) =
= f(y; €, Z)

Priklad symetrického a nesymetrického polynomu 3 proménngch
Polynom z2yz+zy?z+xy2? je symetricky, kdezto polynom z2yz+zy2z
neni symetricky.

Trojice symetrickych polynomu
ez, y,z) =x+y+ 2z, ea(x,y,2) = xy +xz +yz, es(x,y,2) = zyz (19)
jsou nazyvany elementdrni symetrické polynomy proménnyjch x, y, z. Uziva
se téZ jejich stru¢né oznaceni
u=-e(z,y,2), v=ex(x,y,2), w=es(x,y,z) (20)
neboli substituce
u=r+y+z v=xyt+arz+yz, w=zzYz2. (21)

Pozndmka 6. Elementéarni symetrické polynomy t¥i proménnych se vysky-
tuji v modifikované podobé ve Viétovych vztazich pro kubickou rovnici
(viz vétu 4).

Volba elementérnich symetrickych polynomi (19) neni néhodna, ale
takova, ze plati nasledujici vyznamné véta.

Véta 7 (zakladni véta o symetrickych polynomech t¥{ proménnych)

Kazdy symetricky polynom f(x,y,z) proménnych x, y, z lze jedno-
znacné vyjadrit jako polynom g(u,v,w) (obecné nesymetricky) proménngjch
u, v, w dangch vztahy (21), pricemz plati

f(z,y, 2) = g(u,v,w). (22)
Priklady upravy symetrického polynomu f(z,y, z) na tvar g(u,v, w)
P4y 422 = (2t y+2)? - 2@y + 2y +yz) =u® - 2v,
x2y + ch2 + 2%z + x2® + yzz + yz2 =
= (zy+zz+yz)(zc+y+2) —3zyz =
= (z+y+2)(xy+zz+yz) — 3xyz = uwv — 3w,
3.3 .3 _ 3 2 2., .2 2 2
rHy 42 = (x4+y+2)° -3y +ry*+rz+yiz+y2®) —

— 6xyz = u® — 3(uv — 3w) — 6w = u® — 3uv + 3w.
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Obdobné jako v piredchozich prikladech bychom mohli provést apravy
symetrickych polynomu tvaru z" + y™ 4+ 2™ s proménnymi z, y, 2 na po-
lynomy s proménnymi u, v, w i pro n = 4,5,... OvSem opét zna¢né jed-
nodussi je pouziti rekurentniho vyjadreni podle nasledujici véty.

Véta 8 (o rekurentnim vyjadieni posloupnosti mocninnych soucti)

Posloupnost mocninngch soucti s, = ™ +y" + 2" (x,y,2 € C,n € N)
lze vyjadrit ve tvaru polynomi proménnijch u, v, w rekurentnim zaddnim
(rekurentnim vzorcem)

so =3, s =u, Sy=u’—20,

Sp = USp_1 — VSp_o2 +wSy_3 pron € N, n > 3. (23)
Dikaz so =2 +3y°4+2°=3, s =z +y' + 2! = u, so = u® — 2v a pro
n > 3 pouzitim zpétné substituce proménnych u, v, w na x, y, z dostavame

USp_1 — VSp_o = (x+y+ 2)(a" L4y 4271 —
—(zy+rz+yz)(@" Py 42" =

=2y 2" —ayz(a" Sy ) = 5, — ws, s,

odkud plyne platnost rekurentniho vzorce (23).

Uzitim véty 8 lze postupné ziskat vyjadfeni mocninnych souétu s,, uve-
dené ve 2. sloupci tabulky 2.

Tabulka 2

Sp vV proménnych x, y, z | s, v proménnych u, v, w
si=x+ty+z S1=1u
52:x2+y2+22 S = u? — 20
53:x3+y3+z3 s3 = u® — 3uv + 3w

_ .4 4 4 _ .4 2 2
Sq=2x+y*+z2 S4 = u* — 4duv + 2v° + duw
s5=ax° +9° 4+ 2° s5 = u® — budv + 5uv? + bulw — bvw

4. Symetrické soustavy algebraickych rovnic o tFfech neznamych

Symetrickd soustava algebraickych rovnic s neznamymsi x, y, z v oboru C
je soustava rovnic, kterou lze zapsat ve tvaru

fl($7yvz)207 f2(z7y7z)207 f3('rvy7z)zov (24)
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kde fi(z,y,2), fo(x,y,2), f3(x,y,z) jsou symetrické polynomy promén-
nych x,y, z. Z divodu symetrie pro ni plati: Jestlize je uspofadana trojice
(c1,¢2,c3) Cisel ¢y, o, c3 € C FeSenim soustavy rovuic (24), pak také kazda
permutace prvki ci, c2, c3 je feSenim této soustavy rovnic.

Specidlni piipad symetrické soustavy algebraickiych rovnic (24)
Zajimavym a vyznamnym specidlnim pfipadem soustavy rovnic (24) je

r+y+z=ay, TYy+Tz+yz=as, IYz=as, (25)

kde levymi stranami rovnic jsou elementarni symetrické polynomy pro-
ménnych x, y, z a pravymi stranami jsou konstanty a1, as,as € R.

Reseni soustavy rovnic (25) MPE. Neznamé y, z eliminujeme tak, Ze vy-
jadifme z 1. rovnice y + z = a1 — = a z 3. rovnice yz = % a dosadime
do 2. rovnice, anebo 1. rovnici vynasobime 22, 2. rovnice vynasobime z,
za zyz dosadime ze 3. rovnice a ziskané rovnice 23 + x%y + 2%z = a;2?,
22y + 222+ a3 = asx odetteme. Dostaneme tak pro neznamou x kubickou
rovnici

22— a12® + asx — az = 0. (26)
Oznadime-li jeji kofeny x1, 2, 3, pak feSenimi (x;,y;, 2;) dané soustavy
rovnic (25) je v8ech 6 permutaci prvki x, xo, 3.

Pozndmka 7. Ke kubické rovnici (26) lze dospét téz pfimo uzitim analogie
soustavy rovnic (25) s Viétovymi vzorei pro kubickou rovnici v normova-
ném tvaru podle véty 4.

Piiklad Fedeni symetrické soustavy algebraickych rovnic tvaru (25)
V oboru komplexnich ¢isel feste symetrickou soustavu rovnic

z+y+2=9, zy+az+yz=206 ayz=24.

Resent. Uzitim MPE eliminact neznamych y, z dostavame pro neznamou x
kubickou rovnici 2% — 922 4 262 — 24 = 0, ktera ma kofeny z, = 2, x5 = 3,
x3 = 4 (délitelé 24). Dana symetrickd soustava rovnic ma proto 6 FeSeni:
(2;3;4) a vSechny jeho permutace.

Obecny pripad symetrické soustavy algebraickych rovnic (24), te-
Seni metodou substituce

Pro obecné (slozitéjsi) symetrické soustavy algebraickych rovnic (24) je
mozné k feseni pouzit metodu postupnych eliminaci nezndmych (MPE),
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viz ¢lanek [5]. Avsak zpravidla je vyhodnéjsi na zékladé jeji symetrie fesit ji
metodou substituce, jez je zaloZena na substituci symetrickych polynomu
elementarnimi symetrickymi polynomy podle véty 7.

Postup feseni symetrické soustavy algebraickych rovnic (24) metodou
substituce lze opét rozddélit do 3 kroku.

1. krok: Symetrické polynomy fi(z,y, 2), fo(x,y, 2), f3(x,y,2) v sou-
stavé rovnic (24) se uzitim substituci (21) neboli

r+y+z=u, aYy+rz+yz=v, TYZz=W (27)

upravi na ekvivalentni tvary g1 (u, v, w), g2(u, v, w), gs(u, v, w).
2. krok: Ziskana ekvivalentni soustava algebraickych rovnic (obecné ne-
symetrickych)

g1(u,v,w) =0, go(u,v,w)=0, gs(u,v,w)=0 (28)
se obvykle Fesi metodou postupnych eliminaci neznamych (MPE) a jeji
kofeny se znac¢i u;, v;, w;.

3. krok: Zpétnym uzitim substituci (27) pro u = u;, v = v;, W = Wy,
i =1,2,3, ziskime vystupni soustavy rovnic pro neznamé x, y, z
T+y+z=x;, TY+TZHYz =10 TYZ=WwW;. (29)

To jsou soustavy rovnic tvaru (25), ovSem nyni obecné je u;, v;, w; € C.
Eliminaci nezndmych y, z se z ni obdobné ziskava pro neznamou x kubicka

rovnice

% —u;x? + vix —w; = 0. (30)
7

Jeji kofeny x; a prislusné y;, z; jsou (vzhledem k ekvivalenci rovnic) té
kofeny dané soustavy rovnic (24).

Pozndmka 8. Kubickou rovnici (30) lze alternativné ziskat pfimo uzitim
véty 4 (viz poznamku 7).

Priklady Teseni symetrickiych soustav algebraickiych rovnic tvaru
(24) uZitim metody substituce

Priklad 7
V oboru komplexnich ¢&isel feSte metodou substituce soustavu rovnic
r+y+z =2,
2? +y? + 2 = 6,
Pyt 428 =8
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Regeni. Substituce: z+y+2z = u, zy+xz+yz = v, 2yz = w, 12 +y2+2% =
=u? — 20, 23 + 3% + 23 = w3 — 3uv + 3w (tab. 2). Ekvivalentni soustava
rovnic pro neznamé u, v, w:

u =2, u2—2v:6, u® — 3uv + 3w = 8.

Regenf MPE: Eliminaci u z 2. rovnice 4 — 20 = 6 = v = —1 a z 1. rovnice
pak 3w = —6 = w = —2. Zpétnou substituci dostavame pro x, y, z
vystupni soustavu rovnic
rH+y+z =2
zy+xz+yz = —1,
Yz = —2.

Uzitim MPE eliminaci neznamych y, z odtud plyne pro nezndmou z ku-
bicka rovnice z® — 222 — x + 2 = 0, piidemz

=202 —x+2=(z—2)(2* - 1),
takze jeji kofeny jsou 1 = 2, 9 = 1, x3 = —1. Dana soustava rovnic mé
proto 6 feSeni, jimiZ jsou vSechny permutace ¢isel 2,1, —1: (2;1; 1), ...
Pozndmka 9. Alternativni primé feSeni soustavy rovnic z p¥ikladu 7 uzitim
MPE by bylo zna¢né slozitéjsi, viz [5, s. 93-95].
Priklad 8
Reste v oboru redlnych ¢isel soustavu rovnic
r+y+z=a,
2 + y2 +22=a ,
B4y’ + 28 = ad,
kde a je nenulovy realny parametr.
Resent metodou substituce této soustavy rovnic je zobecnénim postupu
feSeni uzitého v predchozim piikladu 7.
Tytéz substituce prevadéji danou soustavu rovnic pro neznamé z, y, z

na soustavu rovnic pro u, v, w: u = a, v = 0, w = 0, jiz odpovida vystupni
soustava rovnic

r+y+z=a,
zy+xz+yz =0,
zyz = 0.
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Jeji TeSeni jsou x1 = a, y1 =0, 21 = 0; 22 =0, yo = a, 20 = 0; 3 = 0,
Ys = 07 z3 = a.

Dané soustava rovnic ma tedy feSeni: (a;0;0), (0;a;0), (0;0;a).

V nasledujicim prikladu jesté ukédzeme, jak lze postupovat pii feSeni sy-
metrickych soustav algebraickych rovnic metodou substituce, jestlize sou-

stava rovnic neni tvaru (24), protoze kazda rovnice neobsahuje v8echny t¥i
neznamé x, y, z, ale jen dvé z nich.

Priklad 9
Uzitim metody substituce feSte soustavu rovnic
22 4+ zy +y? = 37,
22+ 2+ 22 = 28,
y2+yz+32 = 19.
Resent. Pro pouziti metody substituce k feSeni dané soustavy rovnic je
nutné ji upravit na ekvivalentni tvar, kde rovnice budou obsahovat vSechny

tfi nezndmé z, y, z. Jednu z takovych rovnic lze ziskat se¢tenim vSech tii
rovnic dané soustavy. Ziskat dalsi potfebné rovnice je ovSsem podstatné

vvvvvv

soustavé rovnic odecteme od 1. rovnice 2. rovnici a od 2. rovnice 3. rovnici.
Dostavame soustavu rovnic, kterou lze vyjadfit v sou¢inovém tvaru

(y—2)(@z+y+2) =9,
(z—y)lz+y+z) =9
Odtud plyne x +y+ 2 #0ay— 2z =x —y, odkud 2y = x + z, a tedy

3y = & +y + z, takZe po substituci z + y + z = u dostavame, ze y = %.
Déle pak

R S STre
u 3w 3u

y—z=g:>z=g—2:1ﬂ_27
U 3 u 3u

Po dosazeni téchto vyjadfeni z, y, z do kterékoliv rovnice dané soustavy a
upravé vzniklé rovnice pro nezndmou u dostavame bikvadratickou rovnici
ut — 84u? + 243 = 0. Uzitim substituce ¢t = u? piechézi v kvadratickou
rovnici s kofeny t; = 81, to = 3. Odtud zpétnou substituci je u%g = 81,
u%A =3, atedy ui o = £9, us 4 = ++/3. Podle vySe odvozenych vztaht
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pro x, y, z jim p¥islusi feSeni x1 9 = £4, y12£3, 210 = £2, 234 = :|:103—‘/§7

Y34 = ﬂ:% 23,4 = ¢¥'
5 5 2asanis (4. 2. . _a. 10v3. V3. _8V3

Dana soustava ma tedy 4 feSeni: (4; 3;2), (—4; —3; —2), (T‘[, %7 —%),

(_ 10v3. _ /3. %)
3 07373 J

Pozndmka 10. Pozoruhodné jisté je, ze kazdy ze symetrickych polynomu
rovnic dané soustavy v predchozim piikladu lze vyjad¥it pomoci jediného
elementarniho polynomu u =z + y + 2.

Zaveér

Ukéazali jsme, jak uzitim symetrickych polynomi dvou ¢i t¥i proménnych
a jejich vyjadfenim elementarnimi symetrickymi polynomy lze vyhodné fe-
§it symetrické soustavy algebraickych rovnic se dvéma a tfemi neznamymi
metodou substituce. K sezndmeni s dalsimi algebraickymi aplikacemi te-
orie symetrickych polynomu a s jejim zobecnénim pro n € N proménnych
je vhodna literatura [1], [2].
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