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Cilem ¢lanku je popis a prezentace tii zékladnich metod (postupt),
pomoci nichz lze prostfedky syntetické geometrie (bez pouziti analytické
geometrie) dokazat, ze dané 4 body lezi na téZe kruznici (jsou koncyklické).
S timto tkolem se Zaci stfednich skol setkdvaji pomérné ¢asto — predevsim
pri feSeni tzv. nadstandardnich dloh Skolské planimetrie — zejména pak pfi
feSeni tloh MO a dalsich matematickych soutézi pro stfedoskoléky.

Nas prispévek vznikl na zékladé ucitelskych i zakovskych podnéti, kdy
bé&Zni stfedoskolaci nemaji k dispozici potfebnou metodiku, jak fesit po-
dobné tlohy uvedenymi prostiedky.

Uvazujme v roviné konvexni ¢tyiihelnik ABCD. Chceme-li ovéfit, zda
tento Ctyfuhelnik je tétivovy, tj. Ze jeho vrcholy lezi na téze kruznici, lze
zpravidla vyuzit néktery ze t¥i nize uvedenych postupt:

1. Uziti vlastnosti obvodovych dhla.

2. Uziti kritéria pro t&tivovy ¢tyfuhelnik (a jeho ekvivalentni verze).

3. Uziti mocnosti bodu ke kruznici.

Jednotlivé postupy nejprve popiSeme a poté nabidneme ¢tenaitim pétici
aloh, pii jejichz feSeni vyuZzijeme vySe uvedené postupy.

1. Uziti vlastnosti obvodovych tuhla

Zvolme nékterou ze stran uvazovaného konvexniho ¢tyifiahelntku ABCD,
napt. AB. DokaZeme-li shodnost uhla ACB a ADB, lze oba uhly pova-
zovat za obvodové pro tétivu AB kruZnice, na niZ tedy lezi vSechny &tyfi
vrcholy uvazovaného ¢tyfahelniku ABCD (a také naopak).

Poznamenejme jesté, ze oba vrcholy C' a D ¢&tyrtuhelniku ABCD leii
v téZe poloroviné vytaté pifimkou AB.

2. Uziti kritéria pro t&tivovy &tyruhelnik (a ekvivalentni verze)

Zvolme jednu z thlopiic¢ek konvexniho ¢tyiihelniku ABCD, napt. BD.
Pokud ovéfime, Ze pro velikosti vnitinich thla pfi vrcholech A, C, které
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lezi v opaénych polorovinach vytatych pFimkou BD, plati pfi obvyklém
oznaceni vnitfnich dhlad a jejich velikosti oo + v = 180°, pak ¢tyithelnik
ABCD je tétivovy, coz lze povaZovat za jednu ¢ast (jednu z implikaci)
znamého kriteridlntho vztahu pro tétivovy ¢tyituhelnik, s nimz se zaci sez-
namuji pii vyuce planimetrie na stfednich Skolach. Strué¢nym shrnutim
tohoto odstavce je

Véta 1
Konvexni étyfuhelnik ABCD je tétivovy, pravé kdyz pro velikosti jeho
vnitfnich thla plati
a+vy=p+95=180°. (1)

Ndstin dikazu. PTi dikazu nutné podminky vyjdeme ze vztahu mezi ob-
vodovym a stfedovym thlem. Plati 2« + 2v = 360°, tedy a + v = 180°
(obr. 1).

Obr. 1

K dikazu skutefnosti, ze (1) je také postacujici podminkou, lze pak
vhodné kombinovat dikaz sporem s jiz dokdzanou podminkou nutnou.

Za pozornost vSak bezesporu stoji dalsi praktické tvrzeni, které je ekvi-
valentni s vétou 1, resp. s rovnosti (1).

Véta 2
Konvexni ¢tyithelnik ABCD je tétivovy, pravé kdyz néktery jeho vni-
tini thel je shodny s vnéjsim thlem u protéjsiho vrcholu.
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Drikaz. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme nejprve, Ze napf. velikost o
vnitfniho dhlu p#i vrcholu A konvexniho étyftahelniku ABCD je rovna
velikosti vnéjsiho dhlu pii vrcholu C. Necht v je velikost vnitiniho thlu
pfi vrcholu C'. Pak plati

a+vy=a+ (180° —a) = 180°,

coz je ale (postacujici) podminka (1), ktera garantuje skute¢nost, ze Gtyi-
thelnik ABCD je tétivovy (obr. 1).

Obrécenim postupu snadno ukazeme, ze pokud ABCD je tétivovy ¢tyi-
thelnik, je vnitini dhel, napf. pfi jeho vrcholu A, shodny s vnéjsim thlem
u protéjsiho vrcholu C.

3. Uziti mocnosti bodu ke kruZnici.

Existuje-li v uvazovaném konvexnim ¢tyiihelniku ABCD aspon jedna
dvojice protilehlych stran, které nejsou rovnobézné, protinaji se p¥imky, na
nichz tyto strany lezi, ve vnéjsim bodé V étyftuhelniku ABCD. Predpoklé-
dejme, ze AB a CD jsou dvé raznobézné strany a V je prusecikem piimek
AB a CD, viz obr. 2 vlevo. Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby
vrcholy daného ¢tyriahelniku lezely na téze kruznici, je v takovém piipadé
splnéni rovnosti

VA|-[VB|=[VC|- VD], (2)

viz obr. 2 vlevo, kterd charakterizuje tzv. mocnost vnéjsiho bodu V ke
kruznici (opsané ¢tyfthelniku ABCD), viz napf. [1].

Obr. 2

Lze v8ak pracovat také s prusec¢ikem P uhlopticek AC' a BD uvazova-
ného konvexniho ¢tyiahelniku ABCD, kde P je vnitinim bodem konvex-
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niho ¢tyfuhelniku ABCD. Analogicky kriterialni vztah (rovnost) garantu-
jici skute¢nost, ze ABCD je tétivovy ¢tyituhelnik, ma vSak nyni tvar

|[PA[-|PC| = |PB|-|PD|, (3)
viz obr. 2 vpravo.

Pozndmka. P¥i dikazech rovnosti (2) a (3) (jako nutnych podminek) vy-
sta¢ime s podobnostmi dvojice trojuhelnika VAC a VDB, popi. PAB a
PDC, resp. s prislusnymi podobnostnimi poméry.

V nasledujici ¢asti uvedeme ukazky pouziti téchto t¥i metod (postupi)
pri FeSeni konkrétnich ditkazovych planimetrickych tloh.

Priklad 1

Dvé kruznice se protinaji v bodech A a B (A # B). Bodem B prochazi
piimka, ktera protina obé kruZznice v bodech C a D (C # B # D), viz
obr. 3. V bodech C a D jsou sestrojeny te¢ny k obéma kruznicim, které se
protinaji v bodé E. Dokazte, ze body A, C, D a F lezi na téze kruZnici.

Resent. Uzitim véty o shodnosti obvodového a tsekové dhlu pro kruz-
nici opsanou trojihelniku ABC' a jeji tétivu BC obdrzime | BAC| =
= [ BCE)|. Analogicky pak, pro tétivu BD kruZnice opsané trojthelniku
ABD plati | BAD| = | BDE)|, viz obr. 3.

Obr. 3
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Pro velikost vnitiniho thlu p¥i vrcholu E ¢tyfuhelniku ADEC pak plati

|XCED| = 180° — (X ECD| + |[< EDC|) =
=180° — (X BAD| + | BCE| = 180° — |< CAD|,

coz (po snadné tpravé) odpovidad pfimo podmince (1) z véty 1. Tim je
ditkaz ukoncen.

Priklad 2

V roviné je dan ¢tverec K LM N. Uvnitf jeho stran LM a MN jsou
zvoleny po fadé body P a Q tak, ze |XPKQ| = 45°. Uhlopticka LN
daného ¢tverce protina usecky K P a K@ po fadé v bodech S a R.

a) Dokazte, Ze body P, @, R, S a M leZi na téZe kruznici.

b) Dokazte, Ze obsah trojuhelniku KSR je roven obsahu &tyitahelniku

PQRS.

Resent.

a) DokaZeme, Ze pétithelnik PMQRS, viz obr. 4, je tétivovy.

N Q M
]

Obr. 4

Vzhledem k tomu, Ze jeho vnitini thel pfi vrcholu M je pravy, lze oce-
kavat, ze kruznice opsana uvedenému pétithelniku je Thaletova kruznice,
jejimz primérem je tsecka PQ. Je tedy tfeba dokazat, ze oba uhly PRQ
a PS(Q jsou pravé.

Nejprve dokaZeme, Ze oba ¢tyiuhelniky KNQS a KLPR jsou tétivové.
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K ditkazu téchto tvrzeni vyuzijeme prvni z uvedenych postupii. Uhlo-
pricky ¢tverce sviraji s jeho stranami thel velikosti 45°, proto plati

LSNQ| = [« SKQ| = 45° = |4 PKR| = |< PLR|,

coz vsak znamena, Ze usecku SQ vidime z bodua N a K, které lezi v téze
poloroving vytaté piimkou S@Q, pod stejnym thlem, tj 45°. Analogicky,
usec¢ku PR vidime pod thlem 45° z bodu K a L, které lezi v téze poloro-
viné vytaté pfimkou PR, a proto jsou oba ¢tyiihelniky KSQN a KLPR
tétivové.

Protoze |X KLP| = [QNK| = 90°, plati podle (1) v tétivovych &tyi-
thelnicich KSQN, KLPR

X KLP| = |« PRK| = | PRQ| = 90°
KQNK| = [XQSK| = [&QSP| = 90°,

coz dokazuje tvrzeni této Casti. (Usecky PR a QS jsou tak vyskami z vr-
choli P a @ v trojihelniku K PQ.)

b) Podle véty 2 v tétivovém c¢tyfahelniku PQRS plati rovnost
X KPQ| = |[XKRS|, a trojuhelniky KPQ a KRS jsou tedy podle véty
uu podobné. Jejich pomér podobnosti je pFitom roven 2 : v/2, nebot oba
pravothlé trojihelniky KPR a KQ@S jsou rovnoramenné (s pfeponami po
fadé¢ KP a KQ). Ctyrihelniky KNQS a KLPR jsou podle ¢asti a) téti-
vové, takZze podle véty 1 v nich plati 45° = |[SKLR| = [ KPR)| a také
45° = K KNS| = |2 KQS|. S ohledem na vy3e uvedeny pomér (2 : v/2)
podobnosti trojuhelniki K PQ a KRS je obsah prvniho z nich dvakréat
vétsi nez obsah druhého trojihelniku, tj. obsah trojihelniku KSR je ro-
ven obsahu ¢tyfihelniku PQR.S, coz jsme méli dokéizat.

Priklad 3 (Snéhulak)

V roviné je dan konvexni thel s vrcholem V. Uvazujme trojici kruznic
k1, ko a k3 situovanych stejné jako na obr. 5. Dokazte, Ze pruseciky P, @
kruznice k; a pruseciky R, S kruznice k3 s rameny daného uhlu, viz obr. 5,
lezi na téze kruznici.

Resent (uZitim véty 2). UvaZujme oznaceni prisecika kruznic kq, ko, k3
s rameny daného thlu stejné jako na obr. 5. Opakovanym uzitim véty 2
mame

XV PQ| = |XQBA| = [ ADC| = [XCRS|,

coz podle téze véty znamend, ze ¢tyfihelnik PQRS je tétivovy.
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Obr. 5

Jiné fesent (uzitim mocnosti bodu ke kruznici). Ze vztahu (2) pro vné&jsi
bod V kruznic ki, ko, ks dostavame po fadé |[VP|-|VA| = |VQ|-|VB|,
[VA|-|VD|=|VB|-|VC|, |VD|-|VS|=|VC|-|VR|, odkud plyne

\VP| |VB| |VD| [|VR|

VQl T VAl T Vel T Vs )
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Z rovnosti obou krajnich vyrazi ve (4) po udpravé dostavame
[VP|-|VS| =|VQ| - |VR|, coz podle (2) dokazuje, ze body P, Q, R a S
lezi na téze kruznici.

Pozndmka. Za pozornost zde stoji také skutecnost, ze dvojice pirimek PQ,
CD a AB, RS jsou rovnobézné, kdezto kazda dvojice ,sousednich® pii-
mek PQ, AB, CD a RS (obr. 5) jsou tzv. antirovnobézné, nebot plati
také |[XVQP| = |XPAB| = | BCD| = |XDSR|, tj. AVPQ ~ AVBA ~
~ AV DC ~ AV RS. Stejnou vlastnost (jsou antirovnob&zné) maji napf.
také strany ortického trojuhelniku daného ostrotuhlého trojihelniku vzhle-
dem k jeho stranam.

Priklad 4

Je dana kruznice k a jeji tétiva PQ. Uvazujme kruznice £, m, které obé
lezi v téze poloroviné vytaté primkou PQ tak, Ze kaZzda z nich se dotyka
jak tétivy PQ, tak i zevnitf kruznice k. DokaZte, Ze obé dvojice A, B a
C, D dotykovych bodu kruznic £ a m po fadé s tétivou PQ a s kruznici k
lezi na téze kruznici, viz obr. 6.

S
Obr. 6

[Ndvod k Teseni. Dotykové body B a D obou mensich kruznic £ a m s kruz-
nici k, jsou stiedy stejnolehlosti, které zobrazuji po fadé kruznice £ a m
na kruznici k. Dotykové body A a C' kruznic ¢ a m s tétivou PQ kruznice
k se proto zobrazuji na takovy bod kruznice k, pro ktery te¢na sestrojena
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v odpovidajicim obraze bodu A, resp. C, je rovnobéZnd s tétivou PQ. Ta-
kovy bod je pro obrazy boda A a C v obou stejnolehlostech spolecny a je
jim st¥ed S kruznicového oblouku P(Q) kruZnice k, na némz nelezi stfedy
B a D obou uvazovanych stejnolehlosti. Trojice boda B, A, S, resp. D, C,
S, lezi tudiz na primkach prochéazejicich bodem S. Zavérem vyuzijte vétu
o shodnosti obvodového a usekového thlu a vétu 2.

Piiklad 5 (viz [2, Problem E5])

Je dan konvexni étyfihelnik ABCD, v némz strany AB a CD nejsou
rovnobézné a P znadi je prisecik jeho uhlopfic¢ek. Rovnobézka s AB, ktera
prochézi bodem P, protina strany AD, BC po fadé v bodech E, F. Po-
dobné rovnobézka s C' D, ktera prochazi prusec¢ikem P, protiné strany AD,
BC po fadé v bodech G, H. Pokud plati |PE| - |PF| = |PG| - |PH], je
¢tyrahelnik ABCD tétivovy (obr. 7). DokaZte.

A

Obr. 7

[Ndvod k Tesent. Uzitim vztahu (3) nejprve ukazte, Ze ¢tyiuhelnik FHFG
je tétivovy — bod P je prusecik jeho uhlopiicek EF a GH. Uzitim vlastnosti
obvodovych uhli (1. metoda) dale ukazte, ze S HFE| = |XEGH|. Za-
vérem vyuZijte souhlasné ahly ve dvojicich pifmek AB || EF a CD || GH
a vztah (1), viz obr. 7]
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