Zajimavé matematické ulohy

V dalsim ¢isle nasSeho Casopisu pokracujeme v pravidelné rubrice Zaji-
mavé matematické ilohy, v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych
tloh 311 a 312. Jejich feSeni mizete zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2026 na
adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také
elektronickou cestou na emailovou adresu mfi@Qupol.cz. Zajimavé a origi-
nalni feSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 311

Urcete velikosti vnitinich thlia v8ech lichobé&zniki ABCD s delsi za-

kladnou AB, které lze ,roziezat* na dva rovnoramenné trojahelniky.
Jaroslav Svréek

Uloha 312

V tabulce je obarveno nékolik poli. V kazdém kroku
vybereme vSechna neobarvena pole, ktera maji obarveny
asponn dvé strany, a tato pole obarvime. Uréete nejmensi
mozny pocet m poli, kterd musime na zacatku obarvit, aby |-
po nékolika krocich byla obarvena cela tabulka. Pro toto m #H::
urcete nejmensi a nejvétsi pocet krokd, po nichz to mize
nastat. (Napf. budou-li na po¢atku obarvena ¢tyfi pole na obrazku vpravo,

potom v prvnim kroku obarvime &tyfi pole oznadena teckou.)
Pavel Caldbek

V nasledujici ¢asti uvadime FeSeni tloh 307 a 308, jejichz zadani jsme
zvefejnili v prvnim ¢isle aktuédlniho (35.) ro¢niku naseho Gasopisu.
Uloha 307

Konvexni Sestithelnik ABC' D EF mé protéjsi dvojice stran rovnobézné.
Dokazte, Ze trojuhelniky ACE a BDF maji stejné obsahy.

Josef Tkadlec

A B
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Reseni (autorské). Oznaéme pruseéiky piimek EF, AB, C'D podle ob-
razku G, H, I. Pfimky GH (resp. AB) a ED jsou rovnobézné, trojiuhelnik
EDI je tak podobny s trojuhelnikem GHI v poméru 4 : 1, podobné je
trojihelnik GAF podobny s trojihelnikem GHI v poméru g : 1 a troj-
thelnik BHC' je s nim podobny v poméru h : 1, kde i, g, h jsou kladné
realna ¢isla mensi nez 1.

Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze trojihelnik GHI ma jed-
notkovy obsah, tedy Sgpr = 1. Vyska trojihelniku FGA ke strané EG je
g-nasobkem vysky trojuhelniku GHI ke strané GI, délka jeho strany EG
je (1 — ¢)-nasobkem délky strany I'G, obsah Sgga trojihelniku EGA je
tak roven

Seaa =g(1 —i)Sgur = g(1 —1).

Podobné jsou obsahy Sapc a Scrg trojihelnikt AHC a CIE rovny
Sapc = h(1-g),
Scrp =i(1— h).
Obsah Sacp trojahelniku ACFE je tak roven
Sace = Sarr — Sega — Sanc — Scie =

=1-g(1—i)—h(1—g)—i(l—h) =
=1~ (g+h+i)+ (gh+ hi +ig).

Podobné pro obsahy trojuhelniki FGB, BHD, DIF plati

Srae =g(1 —h),
Spup = h(1 —1),
Sprr = i(l — g).

Obsah trojahelniku BDF je tak roven
Sepr = Sgur — SraB — SBuD — SpIF =
—l—g(l—h) —h(l—i)—i(l —g) =
=1—(9+h+1i)+ (gh+ hi+ig).

Vidime, Ze obsahy trojihelniki ACE a BDF si rovny, jak jsme méli do-
kazat.
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Jiné feseni (podle Bartosze Wieczorka). Podobné jako v predchazejicim
feSeni ozna¢me Sy, obsah mnohothelniku XY'... Dale ozna¢me J, K, L
po fadé priseciky thlopticek AD a BE, BE a CF, CF a AD. Pfedpokla-
dejme, Ze stejné jako na obrézku je trojihelnik JKL v poloroviné ADE
(v opa¢ném pifpadé stadi vrcholy preznacit tak, Ze misto Sestitthelniku
ABCDEF uvazujeme Sestithelnik DEFABC'). Potom plati

Sace = Sikr + Sacr + Scex + Seau,

Sepr = Sykr +Sprr +SBrrx + SBDJ-

Aby platilo dokazované tvrzeni, staci ukézat, Ze obsahy odpovidajicich
trojihelnika ACL a JKL, CEK a BFK, FAJ a BDJ jsou shodné.

To opravdu plati. Pro prvni dvojici to plyne z faktu, Ze ¢tyrtuhelnik
ACDF je lichobéznik se zakladnami C'D a AF, obsahy trojihelniki AC' D
a FCD jsou tak shodné, tedy jsou shodné i obsahy trojuhelniki ACL a
DFL, které vzniknou odebranim jejich priniku, tj. spoleéného trojuhel-
niku CDL.Y Podobné to plati i pro zbyvajici dvojice trojuhelnikii.

Spravna feSeni zaslali: Michat Fronczek a Bartosz Wieczorek, oba I LO
SS Tarnowskie Gory (Polsko),
Netplné feseni zaslala Johanka Pouchovd, G Plzen, Mikulasské nam.

Uloha 308
Kolika zptsoby je moZzno usporadat pfirozena ¢isla 1,2, ..., n do kruhu
tak, aby kazdé cislo bylo délitelem souc¢tu svych dvou sousednich éisel.
Takové zptuisoby, které lze ziskat jeden z druhého otoenim nebo osovou
soumérnosti, povazujeme za jeden zpiisob. Ulohu feste pro a) n = 2025,

b) n = 2026.
Jaroslav Zhouf

DViz napf. &lanek Motyli kiidla v lichobézniku L Juklové a J. Svréka v prvnim disle
34. roéniku naseho ¢asopisu.
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Reseni.

a) Suda &isla déli jen suda ¢isla, pokud by se v kruhu vedle sebe nachéa-
zela dvé suda ¢isla, musela by tak vedle nich byt jen sudé ¢isla. V kruhu
by se tak nachéazela jen suda ¢isla, coz je spor. Vedle kazdého sudého ¢&isla
se tedy musi nachazet dvé ¢isla licha.

Mezi pfirozenymi ¢isly do 2025 se nachazi 1012 sudych ¢isel a 1013
lichych, pii rozmisténi ¢isel do kruhu se proto budou nachézet v jednom
misté vedle sebe dvé licha ¢isla a ve zbytku se budou licha a suda ¢isla
stfidat.

Nejprve predpokladejme, Ze se vedle sebe nachazi ¢isla 2025 a 2024.
Jelikoz zbyvajici ¢isla v kruhu jsou mensi nez 2025, musi byt pfed ¢islem
2025 ¢islo 1. Nejmensi vétsi ¢islo nez 2024, které je délitelné Cislem 2024,
je Cislo 4048, vedle ¢isla 2024 se tak z druhé strany musi nachézet ¢islo
2023.

Obecné, necht jsou ¢isla v kruhu v poradi

..,1,2025,2024, ...,k + 1,k,. ..

Vpravo vedle ¢isla k se musi nachazet néjaké ¢islo mensi a soucet tohoto
¢isla s ¢islem k + 1 musi byt délitelny k, jedind moznost pro soucet je 2k a
vedle ¢isla k tak je k—1. Proto jsou ¢isla do kruhu usporadana v klesajicim
poradi
.., 1,2025, 2024, 2023, 2022, . ..
Necht nyni nejsou v kruhu éisla 2024 a 2025 vedle sebe. Predpokladejme,

7e ¢islo 2023 nelezi vedle ¢isla 2024. Cisla 2023 a 2025 nemohou leZet vedle
sebe, protoze by ¢isla v kruhu byla usporadéana

...,2025,2023,2021, ...,

a tedy by lezela vedle sebe tfi licha ¢isla. Aby licha ¢isla 2023 a 2025 délila
sudé ¢islo, musi byt toto ¢islo aspon 4046. Jelikoz vedle téchto ¢isel lezi
¢isla mensi nez 2023, je jejich soucet mensi nez 4046. Proto soucet ¢isel
vedle nich musi byt lichy, a tedy vedle nich musi lezet jedno ¢islo sudé a
jedno liché. Jsme tedy v situaci, kdy se na dvou mistech vedle sebe objevi
dveé liché ¢isla. Tudiz 2024 a 2023 se v kruhu nachézeji vedle sebe.

7 podobnych duvodu jako vyse jsou ¢isla v kruhu usporadana

..,1,2024,2023, ...,k + 1, k.

Soucet ¢isel vedle k musi byt délitelny k, pokud by vpravo bylo ¢islo
mensi nez k, je jedinou moznosti pro soucet 2k a ¢islo vpravo od k je k—1.
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Jesté je mozné, ze by vpravo vedle k stalo 2025, pak by soucet jeho sousedt
byl rtzny od 2k, tedy by byl aspon 3k a muselo by tak platit

k4142025 > 3k, tj. k£ <1013.
Proto jsou ¢&isla v kruhu usporadana
.., 1,2024,2023,...,1014,1013.

Pokud by vpravo vedle ¢isla 1013 bylo 1012, potom by se v tseku
1012, ...,1 nachazela kromé ¢isla 2025 jen ¢isla nejvyse rovna 2012, soucet
zaddnych dvou z nich ovSem nepfevysi 2025, tedy 2025 by nemohlo délit
soucet svych sousedii. Proto vedle ¢isla 1013 musi byt ¢islo 2025, vedle néj
pak 1012, vedle 1011, a dale uz musi bez vyjimek posloupnost klesat. Dalsi
vyhovujici usporadani ¢isel tak je

..,1,2024,2023, ...,1014,1013, 2025, 1012, 1011, . ...

a zadna jina poradi neexistuji.

b) Jak vime z ¢asti a), vedle kazdého sudého &isla musi stat dvé &isla
licha. Mezi ¢isly 1,2,...,2026 je stejny pocet sudych a lichych ¢&isel, tedy
i vedle libovolného lichého ¢isla musi stat dvé ¢isla suda. Vedle ¢isla 2025
tak musi stat 2026 a 2024, stejnymi Gvahami jako vySe ziskdme jediné
mozné pofadi

.., 1,2026,2025, 2024, . ..

Spravna Feseni zaslal Michat Fronczek, II LO Tarnowskie Gory (Polsko).
Pavel Caldbek
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