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V nedavném ¢lanku [1] jsme si ukazali princip dynamického programo-
vani a jeho vyuziti pii feSeni kombinatorickych tloh typu Kolika riznymi
zpusoby lze néco udélat? Druhym velkym okruhem tloh, v nichz vyuZi-
jeme dynamické programovéani, jsou optimalizacni tlohy typu Jak nejlépe
lze néco udeélat? Tém bude vénovan dnesni ¢lanek.

Zakladni schéma TeSeni téchto tloh zistane stejné, jako jsme si ho pred-
stavili jiz v ¢lanku [1]. NedokaZzeme sice pfimo vy¥esit tlohu pro velka
vstupni data velikosti NV, ale odvodime zpisob, jak lze toto feSeni nalézt
s vyuzitim vysledkt tloh téhoZ typu pro mensi vstupni data. VyfeSime
tedy nejprve trivialni tlohu pro vstup N = 1, pomoci jejiho vysledku pak
tlohu velikosti 2, s vyuzitim vysledki téchto dvou tloh vyfesime pripad
N = 3, atd. Takto postupujeme dale, az se dostaneme k TeSeni tulohy
ptivodné pozadované velikosti.

Vysledky v8ech mensich vyfeSenych tloh si budeme ukladat do tabulky,
abychom je mohli vyuzit v budoucnu, az budeme fesit tlohy vétsi. V nej-
jednodussim pripadé vysta¢ime s jednorozmérnym polem t velikosti IV,
v némz kazda ulozena hodnota t[i] udava vysledek dlohy pro vstupni data
nékdy pozdé&ji v jiném ¢lanku.

Pii uréovani poétu moznosti v ¢lanku [1] jsme poéitali hodnotu t[i] vzdy
jako soucet nékterych vhodnych hodnot ¢[k] pro k < i. Nyni p¥i feSeni op-
timaliza¢nich tloh bude zména spocivat pouze v tom, Ze pfi vypoctu t[i]
nebudeme séitat, ale budeme vybirat maximum nebo minimum z vhod-
nych hodnot ¢[k] pro k < i. Pfedvedeme si to na FeSeni dvou konkrétnich
prikladu.

226 Matematika — fyzika — informatika 35 (3) 2026



Podobné jako v [1] za¢neme u jednoduchého grafového problému. Mame
dén orientovany acyklicky graf s N vrcholy, jehoZ vrcholy jsou oéislovany
od 1 do N v topologickém usporadani. Pfipomenme si, ze kazdy oriento-
vany graf bez cyklu lze topologicky usporadat, tzn. o¢islovat jeho vrcholy
navzajem raznymi ¢isly od 1 do NV takovym zptsobem, aby kazda hrana
vedla z vrcholu s mensim ¢&islem do vrcholu s vét§im &islem. Algoritmem
nalezeni topologického uspofadéani se zde zabyvat nebudeme a predpokla-
dame, Ze zadany graf je jiz topologicky uspofadan. Nasim tkolem je urcit
délku nejdelsi cesty z vrcholu 1 do vrcholu N.

Ulohu je mozné fesit prohledavanim zadaného grafu do hloubky. Prohle-
davani za¢neme ve startovnim vrcholu 1 a prubézné si budeme pamatovat,
v jaké vzdalenosti od néj se momentalné nachazime. To lze snadno imple-
mentovat rekurzivni funkci, ktera bude v jednom parametru dostévat ¢islo
zpracovavaného vrcholu a ve druhém parametru jeho vzdéalenost od star-
tovniho vrcholu 1. P#i kazdém piichodu do cilového vrcholu N porovname
aktualni délku cesty s dosud nalezenym maximem a hodnotu maxima pii-
padné zlepsime (tzn. zvysime, protoZze hledame nejdelsi cestu).

V nésledujici ukizkové implementaci predpokladame, ze zadany graf
je reprezentovan matici sousednosti g. Hodnota g[z][y] je typu boolean a
udéava, zda v grafu existuje orientované hrana z vrcholu x do vrcholu y.
Vzhledem k topologickému usporadani grafu nas zajimaji pouze takové
hodnoty g[z][y], v nichz < y. Jiné hrany v topologicky uspotradaném
grafu totiz nemohou existovat.

def maxdelka(g, N):
maximum = O

def pruchod(v, delka):
nonlocal maximum
if v ==
maximum = max(delka, maximum)
else:
for k in range(v+1l, N+1):
if glv][k]: pruchod(k, delka+1)

pruchod (1, 0)
return maximum

Uvedené feSeni sice dava spravny vysledek, ale podstatnou nevyhodou
je jeho neefektivita. Pocet ruznych cest z vrcholu 1 do vrcholu N v ori-
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entovaném grafu miize byt az exponencialni vzhledem k poc¢tu vrcholi
N. Popsany postup feSeni postupné prochézi kazdou z téchto cest, takze
jeho asymptoticka ¢asova slozitost je v nejhorsim pfipadé exponencialni
vzhledem k N.

Ukazeme si podstatné lepsi feSeni zaloZené na metodé dynamického pro-
gramovani. Pro jednotlivé vrcholy ¢ = 1,2,. .., N budeme postupné pocitat
délku nejdelsi cesty z vrcholu 1 do vrcholu 4. Tyto délky si budeme ukladat
pro dalsi vyuziti do pole t jako hodnoty t[i]. Je zfejmé, ze ¢[1] = 0. Uka-
zeme, jak spocitame t[i] pro ¢ > 1, kdyz uz zname hodnoty ¢[1], ¢[2], ...,
t[¢ — 1]. UvaZzujme jednu libovolnou cestu vedouci z vrcholu 1 do vrcholu
i. Jejim predposlednim vrcholem je néjaky vrchol k. Podle topologického
usporadani je k < i, takze p¥i vypoctu t[i] jiz zname hodnotu ¢[k] neboli
délku nejdelsi cesty z vrcholu 1 do vrcholu k. Pak tedy nejdelsi cesta z vr-
cholu 1 do vrcholu ¢ vedouct pres vrchol k ma délku t[k]+1. Pfi vypoctu ¢[7]
proto sta¢i uvaZovat vSechny vrcholy k takové, Ze v grafu existuje hrana
z vrcholu k do vrcholu 4. Hodnotu t[i] uréime jako maximum z hodnot
t[k] + 1 pro v8echny takové vrcholy k.

Uvedenym postupem spocitame po fadé hodnoty ¢[2], ¢[3], ..., t[IV].
Posledni z nich ¢[N] je hledanym vysledkem nasi ulohy. Vypocet kazdé
hodnoty t[i] ma ¢asovou slozitost O(N) a téchto hodnot je N — 1, takze
asymptoticka ¢asova sloZitost celého feSeni je O(IN?). Prostorova slozitost
je O(N), nebot si musime pamatovat viech N poé&itanych hodnot t[i] pro
pripad, Ze je budeme jesté potiebovat. Nékteré z nich si mozna ukladame
zbyte¢né a uz je nepouzijeme, ale to dopfedu nevime.

Popsany algoritmus muZzeme zapsat jako funkci v Pythonu. Na prvni
pohled se nabizi toto jednoduché feSeni:

def maxdelka(g, N):
t = [0] * (N+1)
for i in range(2, N+1):
for k in range(1, 1i):
if glk] [i]: t[i] = max(t[i], t[k]+1)
return t[N]

Uvedena funkce vypadé sice dobfe a pro nékteré vstupy davé spravné
vysledky, m4 ale jednu velmi podstatnou vadu: obecné nefunguje spravneé.
Predstavte si tfeba graf se ¢tyfmi vrcholy a s hranami (1,4), (2,3), (3,4).
Jedina cesta z vrcholu 1 do vrcholu 4 ma délku 1, ale naSe funkce vrati
chybny vysledek 2. Pocita totiz délku nejdelsi cesty vedouci do vrcholu IV,
ale ne nutné ze startovniho vrcholu 1. Kdyz si uvédomime tento problém,
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oprava funkce je jiz docela snadna:

def maxdelka(g, N):
t = [None] * (N+1)
t[1] =0
for i in range(2, N+1):
for k in range(1, i):
if glkl[i] and t[k] != None:
if t[i] == Nome or t[i] < t[k]+1:
t[i] = t[k]+1
return t[N]

Prirozenym rozsitenim nasi tllohy je pozadavek urcit nejen délku nejdelsi
cesty v grafu z vrcholu 1 do vrcholu N, ale nalézt i tuto cestu a vypsat
ji jako posloupnost ¢&isel prochazenych vrcholi. To lze TeSit pifi vyuziti
dynamického programovani dvéma zakladnimi zpusoby.

Prvni moznosti je ulozit si pro kazdé ¢ = 1,2, ..., N zaroven s hodnotou
t[¢] také celou nejdelsi cestu vedouci z vrcholu 1 do vrcholu i. Hodnotu ¢[4)
jsme ziskali jako t[k] + 1 diky n&jakému konkrétnimu vrcholu k a nejdelsi
cestu vedouci do vrcholu ¢ dostaneme tak, Ze diive nalezenou cestu do
vrcholu k nyni jednodu$e prodlouzime o vrchol i. Nevyhodou tohoto feSeni
je kvadraticka prostorové slozitost vzhledem k N. Postupné si ukladame
N cest, z nichZ kazda ma délku O(N).
kazdé i = 1,2,..., N si zaroven s hodnotou t[i] uloZime pouze jedno &islo:
¢islo toho vrcholu k, z néhoz jsme pfisli do vrcholu i po nejdelsi cesté
(tedy takové k, pro které t[i] = t[k] + 1). Toto ¢islo si uloZime do druhého
jednorozmérného pole p. Bude tedy platit p[i] = k, adaj p[i] pfedstavuje
predchidce vrcholu ¢ na optimélni cesté vedouci z vrcholu 1 do vrcholu 3.
Po spocitani viech dvojic hodnot t[i], p[i] bude ¢[N] udavat délku nejdelsi
cesty a z ulozenych hodnot p[i] nyni dodatetné sestrojime odzadu trasu
nejdelsi cesty. Tato cesta konéi vrcholem N, do néj jsme pfisli z vrcholu
p[N], tomu piedchézi vrchol p[p[N]] atd., dokud nedojdeme ke startovnimu
vrcholu 1.

Asymptotickd Gasova slozitost algoritmu ziistava O(N?) stejné jako u pii-
vodni tlohy, v niz jsme hledali pouze délku nejdelsi cesty. Ukladani hodnot
p[i] tuto slozitost nijak neovlivni a zavérena zp&tnéa rekonstrukee nejdelsi
cesty mé Casovou sloZitost pouze O(N), nebot kazda cesta v grafu méa
délku nejvySe N. Prostorova slozitost zistava O(N), misto jednoho pole
zde pouziviame dvé stejné velké pole velikosti V.
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def maxcesta(g, N):

t = [None] * (N+1)

p = [Nonel * (N+1)

tl1l =0

for i in range(2, N+1):

for k in range(1, i):
if glk][i] and t[k] != None:
if t[i] == None or t[i] < t[k]+1:

t[i] = t[k]+1
plil = k
cesta = [N]
v =N
while v != 1:
v = plv]

cesta.append(v)
return list(reversed(cesta))

N&s druhy ukazkovy piiklad je ze zcela jiné oblasti, tyka se planovani
a rozvrhovani. Postup jeho feSeni metodou dynamického programovani
bude ovsem velmi podobny jako u predchozi grafové tilohy. Mame zadanu
posloupnost N po sobé jdoucich dkold (N > 1), které mame vykonat.
Ukoly oznacéime &isly 1, 2, ..., N. Pro kazdy z tkol zname ¢as cli], jak
dlouho nam préace na i-tém tkolu bude trvat. Ukoly musime provadét
postupné v uvedeném poradi, nemiizeme pracovat na vice tikolech zarover.
Nékteré ze zadanych tkoli smime vynechat, ale nikdy nesmime vynechat
zadné dva po sobé jdouci tkoly. Mame zjistit, jak nejrychleji dokdaZzeme za
téchto podminek zadané tukoly splnit.

Situaci ilustruje nésledujici priklad: pro N = 10 a posloupnost ¢asu 3 4
8213116 3 jespravnym vysledkem 12. Vykoname tkoly s pofadovymi
¢isly 2, 4, 5, 7, 8, 10, jejich celkova délka je

4424+14+1+1+3=12.

Nizsiho vysledného ¢asu potiebného na splnéni vybranych tkola nelze do-
sdhnout.

Na této tloze si ukdzeme, ze i feSeni dynamickym programovanim mu-
zeme nékdy navrhnout vice riznymi zpiisoby. V kazdém pfipadé si budeme
postupné pocitat a ukladat vhodné hodnoty ¢[i] pro ¢ = 1,2,..., N. Di-
lezité ov8em je nejdiive jasné rozhodnout, co tyto hodnoty budou pfesné
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znamenat. V tom se pravé mohou rizné zptsoby feSeni ligit. Pfedvedeme
si dvé takové moznosti.

Predpokladejme nejprve, Ze t[i] uréuje minimalni ¢as, v némz lze splnit
podle stanovenych pravidel posloupnost tkold 1, 2, ..., i, pokud i-ty za-
dany tkol je tim poslednim, ktery jsme vykonali. Zfejmé plati ¢[1] = c[1],
t[2] = ¢[2]. Potfebujeme nalézt vztah, jak spocitat hodnotu t[i] pro ¢ > 2.
Protoze i-ty tkol ur¢ité vykoname, zapocitame si ¢as c[i]. Pfedchazet mu
muze splnény tikol ¢ — 1 nebo 7 — 2 a pro né jiz zndme optimalni FeSeni
t[i—1], resp. t[i —2]. Pro vypocet hodnoty ¢[i] vezmeme mensi z nich, nebot
hled4me minimAalni moZny ¢as. Plati tedy t[¢] = c[i] + min(¢[i — 1], t[¢ — 2]).
Takto spocitame postupné viechny hodnoty #[3], ..., t[N]. ReSenim celé
tlohy pak bude min(¢[N],¢[N — 1]), nebot poslednim splnénym tkolem
mize byt bud celkové posledni, nebo predposledni ikol ze zadané po-
sloupnosti.

def mincas(c): # c = seznam N Casl jednotlivych udkold
N = len(c)
c = [None] + ¢ # ukoly &islujeme od 1 do N
t = [None] * (N+1)
t[11, t[2] = c[1], c[2]

for i in range(3, N+1):
t[i] = c[i] + min(t[i-11, t[i-2])
return min(t[N], t[N-1])

Pokud by nas navic zajimalo, které tkoly mame vykonat, abychom do-
sahli miniméalniho mozného ¢asu, upravime toto feSeni obdobnym zptiso-
bem, jako jsme to provedli v tvodni tloze o nejdelsi cesté v grafu. Pfi
kazdém vypoctu hodnoty t[i] si ulozime do p[i] informaci, ktery kol pied-
chézel i-tému tkolu v optimalnim FeSeni. Z hodnot p[i] pak na zavér zre-
konstruujeme odzadu posloupnost vykonanych tkol.

def ukoly(c): # c = seznam N &asl@ jednotlivych ukold
N = len(c)
c = [None] + c # ukoly &islujeme od 1 do N
t = [None] * (N+1)
p = [None] * (N+1)
t[11, t[2] = c[1], c[2]

for i in range(3, N+1):
t[i] = c[i] + min(t[i-11, t[i-2])
plil = i-1 if t[i-1] < t[i-2] else i-2
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v =N if t[N] < t[N-1] else N-1 # posledni splnény ukol

vyber = [v]
while p[v] != None:
v = plv]

vyber.append(v)
return list(reversed(vyber))

V naSem druhém feSeni téze tlohy o posloupnosti tkolti stanovime, Ze
hodnota t[i] bude ur¢ovat minimalni ¢as, v némz lze splnit podle stanove-
nych podminek posloupnost tkola 1, 2, ..., 7. Posledni i-ty kol pfitom
muzeme, ale také nemusime vykonat. Pravé toto je jediny rozdil od pted-
choziho feSeni. Cely dalsi postup bude velmi podobny, ale v8echny vzorce
tentokrat vychézeji trochu odligné. V tomto piipadé bude platit ¢[1] = 0,
t[2] = min(c[1], ¢[2]). Za hodnotu ¢t[i] pro ¢ > 2 vezmeme vyhodnéjsi ze
dvou moznosti podle toho, zda v poradi -ty kol vykoname, nebo ne. Po-
kud ano, zapocitame Cas c[i] a optimalné splnime piedchozich i — 1 ukoli.
Pokud nebudeme provadét tkol ¢islo ¢, musime nutné vykonat tkol ¢ — 1,
takZe zapocteme ¢as c[i — 1] a optimalné splnime predchozich i — 2 tkolu.
Plati tedy

t[é] = min(c[d] + t[i — 1], i — 1] + ¢[i — 2]).

Regenim celé tlohy je v tomto piipadé hodnota t[N].

def mincas(c): # ¢ = seznam N Casl jednotlivjch tkold
N = len(c)
c = [None] + ¢ # dkoly &islujeme od 1 do N
t = [None] * (N+1)
t[1], t[2] = 0, min(c[1], c[2])

for i in range(3, N+1):
t[i] = min(c[i] + t[i-1], cl[i-1] + t[i-2])
return t[N]

Pokud pii tomto zpiisobu feSeni chceme nalézt seznam skutecné vyko-
nanych tkola, budeme si pii kazdém vypoctu hodnoty ¢[i] ukladat do pli]
informaci, ktery kol jsme se rozhodli vykonat v i-tém kroku vypoctu (zda
ukol 4, nebo tkol i —1). Z téchto hodnot pak opé&t dokdZeme zrekonstruovat
odzadu vyslednou posloupnost splnénych tkoli.
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def ukoly(c): # c = seznam N &asl@ jednotlivych ukold

N = len(c)

c = [Nonel + c # ukoly &islujeme od 1 do N
t = [None] * (N+1)

p = [None] * (N+1)

t[1], t[2] = 0, min(c[1], c[2])

pl2] = 1 if t[2] == c[1] else 2
for i in range(3, N+1):
t[i] = min(c[i] + t[i-1], c[i-1] + t[i-21)

plil = i if t[i] == c[i] + t[i-1] else i-1
vyber = []
v=N

while v > 1:
vyber . append (p[v])
v =rplv] -1
return list(reversed(vyber))

Obé popsané varianty reSeni druhé tdlohy jsou zcela rovnocenné z hle-
diska spravnosti i z hlediska efektivity. Zalezi tedy jenom na vas, ktery
pohled na dynamické programovani vam pii feSeni néjaké konkrétni tilohy
bude pfipadat pfirozeny a nézornéjsi. Oba algoritmy maji asymptotickou
¢asovou slozitost O(N), protoze poé¢itaji postupné N hodnot t[i] (pfipadné
také N hodnot p[i]) a kazdou z nich ziskaji v konstantnim ¢ase. Rovnéz
zpétnéa rekonstrukce posloupnosti tloh mé vzdy ¢asovou sloZitost O(NV).
Prostorova sloZitost vSech uvedenych feseni je O(NN), pracuje se v nich se
seznamy t, pripadné p, délky N.

Jisté jste si v8imli, Ze v obou vySe uvedenych variantach feSeni nasi
druhé ulohy jsme pro vypodet t[i] pot¥ebovali pouze dvé bezprostiednd
predchazejici hodnoty t[i — 1], t[i — 2]. Pokud tedy budeme urcovat jenom
minimélni ¢as, seznam t délky N ani nepotfebujeme ukladat a misto néj
vystaéime se dvéma proménnymi. Reseni tak miize mit dokonce konstantni
prostorovou slozitost. P#i uréovani posloupnosti splnénych tkoli se ovSem
nevyhneme ukladani v8ech hodnot do seznamu p a prostorova slozitost
v takovém pfipadé proto bude linearni vzhledem k N.
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