MATEMATIKA

Nase pedagogicka realita

FRANTISEK KURINA

Prirodovédecké fakulta Univerzity Hradec Kralové

V tomto prispévku piinasime rozbor feSeni ¢tyr tloh z matematiky
zékladni a stfedni skoly. Ulohy fesilo 46 studentt prvniho ro¢niku baka-
larského studia ucitelstvi matematiky nasi skoly a Setieni probihalo jako
soucast projektu Matematickd gramotnost a Tesent uloh. Vypracovani iloh
bylo anonymni, kazdy student vsak o sobé vyplnil dotaznik, jehoz otazky
postupné uvedeme. Na zpracovani projektu se podileli tito studenti: Aneta
Jahelkova, Zdena Trefilikovd, Jan Krejcar a Lenka Horni. Matematickou
gramotnosti budeme v tomto textu rozumét v souladu s publikaci [1]

e schopnost porozumét matematickému textu (slovnimu, symbolickému
nebo obrazkovému,

e schopnost vybavovat si potfebné matematické pojmy, postupy a teorie,

e dovednost fesit tlohy jak z matematiky, tak i z jejich aplikaci, které
jsou (obvykle bezprostfednim) uZitim probraného uéiva.

K feSeni tloh problémového charakteru je tfeba vétsi mira tvorivosti,
ktera predstavuje vyssi troven matematické kultury. Tato iroven nemuize
byt pozadovana od celé populace. Zakladni matematickou gramotnost by
ovsem mél dosdhnout kazdy absolvent pfislusného typu skoly.

Domnivame se, ze tkoly, jejichz rozbor uvadime, jsou vhodnym mate-
ridlem k testovani matematické gramotnosti. Skutecnost, ze né€ktefi absol-
venti stfedni skoly této trovné nedosahuji (jak prokazeme nasim Setfenim),
je alarmujici.
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Charakteristika skupiny

Ze 46 studentt bylo 26, tj. 63 % z gymnazii, ostatni studovali na téchto
skolach: stfedni primyslova Skola (4 studenti), obchodni akademie (4),
stfedni pedagogicka skola (2), stfedni gkola informatiky (2), hotelové skola
(2) a po jednom studentu pfislo ze stfedni skoly podnikéni, zahradnické
skoly a ekonomického lycea. Stfedoskolsky prospéch studentt nasi skupiny
v matematice (pramér 1,89) a v feském jazyku (pramér 2,41) je popsén
grafy na obr. 1 a 2. Oblibenost matematiky a ceského jazyka ve stupnici
velmi rad (1), rdd(a) (2), nevadi mi (3), nerad(a) (4), velmi nerad(a) (5)
je znazornén na obr. 3 a 4. Kazdy sloupec grafu vyjadiuje pfislusny pocet
procent.
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V dotazniku odpovidali studenti na ¢tyfi otazky.

a) Jaky je vds oblibeny predmét?
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Porad{ oblibenosti pfedmétti (v zdvorce je pocet studentti, ktefi pii-
slusny predmét uvedli, pficemz néktefi uvedli oblibenych pfedmétii vice):

1. Matematika (26) 7. Zemépis (2)

2. Télesna vychova (13) 8. Informacni technologie (2)

3. Déjepis (6) 9. Fyzika (2)

4. Vytvarnd vychova (4) 10. Hudebni vychova (2)

5. Angli¢tina (3) 11. Zéklady spoledenskych véd (2)
6. Biologie (3)

Po jednom hlasu dostaly: déjiny uméni, sadovnické tvorba, logika, che-
mie, rusky jazyk, deskriptivni geometrie, dilny, francouzsky jazyk, né-
mecky jazyk a latina. Jeden student si neoblibil ani jeden pfedmeét, presto
se chce stat ucitelem.

b) Jaky mdte Zivotni cil?

Celkem 19 studenti povazuje za sviyj zivotni cil dostudovat, pro 11 stu-
dentt je cilem stat se ucitelem, 8 ma za cil zalozit rodinu, 8 mit praci.

7 dalsich cilti uvedme: byt prospésny spolecnosti, nezklamat rodice,
vychovat déti, néco dokazat, spokojené prozit zivot, byt financné zajistén,
ziskat titul RNDr., mit dobré zdravi, byt slusny a upfimny, bydlet v domé,
zivit se jako trenér, byt dobrou kytaristkou, byt lepsi rodi¢ nez byli moji
rodice, pracovat kreativné a s elanem. Vyskytuje se i cil koupit si psa nebo
protloukat se Zzivotem na jednostopém vozidle. TTi studenti neuvedli Zzadny
zivotni cil.

c) Jaky je vas oblibeny autor (spisovatel, hudebnik, malit, umélec, ...)?

Sedm student nemé Zadného oblibeného autora. Nejoblibenéjsi autori
jsouw: K. Capek (u 4 studenttt), J. Steinbeck (2), Rowlingova (2), A. Camus
(2), M. Weewegh (2, zapo¢itame-li i Viewegha), Miler (autor krtecka) (2),
L. Amstrong (2), Remarque (2). Po jednom hlasu ziskali napt. J. Skvo-

recky, J. Verne, S. Dali, J. Capek, O. Pavel, A. Einstein, B. Hrabal, K. Po-
lacek a dalsi.

d) Mdte néjaky Zivotni vzor? Jaky?

Celkem 23 studentt neuvedlo vzor zadny. Matku ma za svij vzor 5 stu-
dentt, otce 4 studenti, ucitele 3 studenti, Boha 2 studenti. Jedenkrat se

vyskytovali napt. T. G. Masaryk, W. Churchil, L. Spacek, K. Kryl, R. Fe-
derer, dédecek.
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Rozbor reSeni uloh

Uloha 1. Z obnosu byla nejdiive utracena jeho polovina a pak tietina
zbytku. Zistalo 50 K¢. Kolik ¢ini pivodni obnos ? Postup Tesend zapiste.

80 % studentii doslo ke spravnému vysledku (150 K¢). 20 % studentiy
naslo nespravny vysledek nebo neuvedli vysledek zadny. To je na takto
jednoduchou tlohu dosti maly tspéch.

Spravna feseni muzeme rozdélit do péti typu.

a) Reeni rovnici, napi. v podani studenta (4):

puvodni obnos ... x
zf%zf%'%x:SO
x = 150.

b) Reseni pomoci obrazku nebo schématu.

V kruhu nebo obdélniku vyznadili tito Fesitelé tfetinu celku, ktera
predstavuje 50 K¢&. Odtud urdili vysledek.

¢) Student (19) fesil tlohu zpaméti s vyslednym zapisem:

2- (50 + 5 - 50) = 150.

d) Usudkem zapsanym slovné nebo symbolicky Fesili ilohu 2 studenti.

e) Jeden student uhodl vysledek a provedl zkousku.

Algebraicky pomoci rovnice Fesilo tllohu 13 % studenti.

Nespravna feseni tlohy spocivala napf. v neporozuméni textu, v neut-
spésném pokusu o prevedeni textu do jazyka algebry, v numerickych chy-
bach (napf. %—i—% = é, 75-2 = 120) nebo v netispésném pokusu Fesit tlohu
trojélenkou.

Patti-li k matematické gramotnosti i spravné uzivani matematického
jazyka, o ¢emz jsme presvédceni, pak nemtZeme byt spokojeni, nebot
v fadé feSeni, kterd vedou ke spravnym vysledktm, se vyskytuji zapisy
typu: 50:2=125-3=75=1, 2 =50, £ =75, 1 = 150.

Uloha 2. Nacrtnéte v soustavé soutadnic primku p = PB a napiste jeji
rovnici (P[0;0], B[4;2]).

Vysledky muzeme shrnout do tabulky:

Spravna rovnice | Nespravnd rovnice

Spravny obrazek 20 % 41 %
Nespravny obrazek 9% 30 %
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Do kategorie nespravny (obrdzek nebo rovnice) zahrnujeme i pfipady,
kdy prislusny vysledek zcela chybi.

Skuteénost, ze 71 % studentii nedokazalo najit rovnici pfimky PB je
dokladem nezvladnuti jazyka analytické geometrie. Ackoliv Ize smérnicovy
tvar rovnice primky bezprostifedné vidét z obrazku, vyskytoval se tento pfi-
stup priblizné v jedné tretiné pokusi o feseni. Ve stejném rozsahu vycha-
zeli studenti z obecného nebo parametrického vyjadreni pfimky. Studenti
se opirali spiSe o postupy, které jim ze skoly utkvély v paméti, nez o rozbor
konkrétni geometrické situace.

Uloha 3. Vypocitejte obsah pravidelného dvandctitihelniku vepsaneho do
kruznice poloméru r.

Jediny student dosel k vysledku S = 3r2, sest studentt uvedlo vysledek
ve tvaru, ktery lze na koneény tvar snadno upravit, napt.

S = 1272 sin 15° cos 15°,
S =12r% $sin30°,

S =127 -sin15° - \/r2 — r2sin® 15°,

S§=12-3-2r-cos75° - sin75° - r.
Spravny vysledek tak dosahlo 15 % resiteli.

50 % studentii tlohu viibec nefesilo, nebo jen naznacilo, jak by se snad
mohlo postupovat.

35 % fesitelt doslo ke zcela nespravnym vysledktim. Chyby, kterych
se dopousteéli, prokazuji naprostou matematickou negramotnost. Uvedme
nékteré: Obsah trojihelniku o stranach a, b je roven S = %ab nebo S =
= %(a + v,). Obvod pravidelného dvanéctithelniku je roven délce kruz-
nice, obsah je zaménén za obvod, sinus je pomér dvou sousednich stran
trojuhelniku, ...

Uloha 4. Nacrtnéte a popiste téleso, které vznikne otdcenim pravotihlého
trojuhelniku s odvésnami 3 cm a 4 cm kolem prepony. Vypocitejte objem
tohoto télesa.

Vsimnéme si nejdiive tkolu nakreslit téleso.

Spravnou predstavu o télese si ucinilo 30 % fesitel, polovina z nich
nakreslila dosti vystizny obrazek. Za vsechny zde reprodukujeme obr. 5
studenta (4). Zbyvajici Fesitelé z této skupiny téleso slovné popisovali, né-
ktef{ ovSem s pouzitim nespravné terminologie (dva jehlany spojené pod-
stavou tvaru kruznice, dva valce otocené k sobé podstavami, dvojkuzel se
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zékladnami u sebe). Rada obrazki bylo zcela nespravna. U dvou studentii
nevyvolava termin otdceni pfedstavu prostoru. Jeden z nich, absolvent (23)
prumyslové skoly strojnické (!), odpovida, zZe rotaci trojihelniku vznikne
deltoid, studentka (40) pise: ,Nelze udélat objem trojuhelniku.“

=k’

V=
Obr. 5

Celkem 63 % fesitelt si neudélalo Zddnou nebo zcela Spatnou piedstavu
o télese popsaném v textu ulohy. To svédéi o velmi nizké gramotnosti
téchto studentti, nebof geometrickd predstavivost je podle naseho nézoru
jeji slozkou.

Objem télesa vypocitali (az na drobné nedostatky) ¢tyfi gymnazisté
(9 % fesitelr), tlohu nefesilo nebo Fesilo zcela nespravné 85 % student,
nékteti pocitali objem kuzele napt. podle ,vzorcti“ V = %77'7“3’1}, V= ‘127”

Protoze geometricka tloha (5) z naSeho Setfeni byla relativné obtizn,
pripojime zde k posouzeni geometrické gramotnosti studentt rozbor zcela
elementarni geometrické tlohy z jiného prizkumu.

Uloha 5. Sestrojte vsechny kruznice, které prochdzeji dangm bodem B a
dotykaji se v daném bodé T dané primky p. Konstrukci popiste a zdivod-
néte. (Bod B na pfimce p nelezi.)

Tuto tlohu fesila skupina 33 absolventii riiznych stfednich skol. Pouze
dva studenti tilohu vyfesili: jedna absolventka gymnézia a jeden absolvent
priumyslové skoly.

Sest studentii se ani nepokusilo nakreslit dané prvky. Pét studentt po-
chopilo tlohu tak, ze dany bod B je stfedem hledané kruznice a nakreslili
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kruZnici se stfedem B polomérem |BT|. Osm student povazovalo tsecku
BT za prumér hledané kruznice. Zbyvajicich 12 studentt kreslilo nejriiz-
néjsi zmatené nacrtky, které nevedly k feSeni.

Resitelé této tlohy prokézali totalni geometrickou negramotnost, nebot
mnozi ani nedokazali slovni text pfetransformovat do jazyka geometrického
obrazku. Neni jim jasna role rozboru konstrukéni tlohy, nedokazi si ani
polozit vhodnou otazku, kterd by mohla byt pocatkem nalezeni feSeni.

Nedostatky, které se zde prokazatelné vyskytly, se tykaji uciva zakladni
skoly, presto vSak se uc¢ivo znovu probira na skolach stfednich. Konstrukéni
ulohy jsou podle mého nézoru dobfe zpracovany v ucebnici [3], nase tilloha 6
je zde podrobné vytesena v kapitole 2.5 Konstrukce kruznic.

Kdybychom méli hodnotit vyuku geometrie podle vysledk feseni na-
ich tloh, museli bychom konstatovat, ze studenti znaji z geometrie velmi
malo. Nejen ze nedokazi vyresit zakladni konstrukéni tlohy. Neznaji ani
geometrickou terminologii (rotaci trojihelniku vznikne jehlan...), ani za-
kladni{ vzorce pro obsahy geometrickych ttvarii (S = (a4 b+ c) (obsah
trojthelniku), V = fv - 277 (objem kuzele) ... ).

Zavéry

Setfeni, 0 némz podavame zpravu v tomto textu, si samozfejmé nemiize
délat naroky na kvalifikovanou vypovéd o tirovni absolvent® nasich stfed-
nich skol v roce 2010 a 2011. Muze vSak poskytnout obrazek o tom, jaka
je matematicka kultura 46 maturanti z nasi skupiny.

Znovu si pii této prilezitosti klademe otazku, jak se u téchto absolventti
stfednich skol podarilo naplnit cile, které si matematické vzdélavani u nas
klade. Vzdyt jiz absolvent zakladni $koly mé mit mimo jiné tyto klicové
kompetence (citovano volné podle Rdmcového vzdélavaciho programu pro
zdkladni skoly):

e samostatné a kriticky myslet,

e formulovat a vyjadfovat své myslenky a nazory v logickém sledu,

e pouzivat spravné zakladni pojmy z riznych vzdélavacich oblasti, ché-
pat jejich smysl a vyznam a aplikovat je,

e operovat s obecné uzivanymi terminy, znaky a symboly

Okfridlend slova Gustava Adolfa Lindnera z poc¢atku dvacédtého stoleti
,Chceme vychovat obry a vychovdvame trpasliky“ plati i dnes. NemuZeme
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se tomu divit, jestlize nase spolecnost pfijala tezi ,Ze Groven vzdélanosti
se zvySi tim, Ze se zvysi procento lidi s maturitou (a s vysokoSkolskym
vzdélanim)“ (citovano podle [2, s. 196]).

Vsimneme-li si znovu obr. 3, vidime, Ze nase tlohy fesili, a to s tak
ubohymi vysledky studenti, ktefi uvadéji, ze maji matematiku velmi radi
(67 %) nebo radi (33 %). Snad chtéli timto pfizndnim néjak ospravedlnit
svou volbu studia. Tito studenti byli ovSsem na stfedni Skole hodnoceni
v matematice vyborné (v 37 %) nebo chvalitebné (v 43 %)! Vysledky
v materském jazyce se zdaji byt adekvatnéjsi jejich vykonim.

Zakladem Gc¢inného matematického vzdélavani by meéla byt takova kon-
cepce vyucovani, pfi niz ucitel zn4a a respektuje moznosti svych zaku. Né-
ktefi vyucujici prednaseji pro nejlepsi studenty v poslucharné, s nimiz jsou
v kontaktu (sleduji, jak studenti reaguji, kladou dotazy, ...), ostatni za-
pisuji pfednasku a ani se nemohou dobie soustfedit na porozumeéni ucivu.
Prednaska absolvovand bez porozumeéni je zarodkem forméalniho pfistupu
ke vzdélavani. Student pii pripravé na zkousku nems4 jiz né€kdy cas ucivo
hluboce promyslet. U¢i se zpaméti definice, véty, ba i dikazy — bez hlub-
siho premysleni. A nékdy miZe u zkousky i projit.

Je pfirozené obtizné pfizptisobit vyuku nestejné a mnohdy nizké trovni
nejen znalosti, ale i abstraktniho mysleni student®. Prvnim pfedpokladem
realistického pristupu k vyucovani je, aby kazdy student mél k dispozici
ucebnici. Pak se vyucujici maze hloubéji sousttfedit na priklady, které vy-
klad nejen ilustruji, ale i motivuji. Mtuze uvadét i dostatek ptiklada apli-
kacnich.

Sonda, o niz podavame zpravu v tomto textu, ukazuje na neutéseny stav
¢asti naseho skolstvi. Studenti jsou produktem naSich zakladnich a stied-
nich skol. V jistém smyslu za Groven svych védomosti nemohou. Jestlize se
vSak rozhodli, ze chtéji byt uciteli matematiky, musi své nedostatky bud
prekonat, nebo studium ukoncit. Jind cesta neni.

Literatura

[1] Hodpesovd, A.: Matematicka gramotnost a vyucovani matematice. Jihoceskd uni-
verzita, Ceské Budé&jovice, 2011.

[2] Kobikovd, Z., Fuchs, E.: Rozhovor o statni maturité. U¢itel matematiky, ro¢nik
2012 (2012), ¢. 4, s. 195-200.
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Od feseni Heronovy tulohy

k modelum kuZelosecek

PAVEL LEISCHNER - LIBUSE SAMKOVA

Pedagogické fakulta JU, Ceské Budg&jovice

Vite, ze pouhym pfeklddanim listu papiru se daji vymodelovat kuzelo-
seCky? Vezméte si list papiru, pfi jeho dolnim okraji uprostied vyznacte
bod A a prehnéte list tak, aby jeho dolni okraj prochézel bodem A. Pak
list narovnejte do ptavodni polohy. Kdyz postup nékolikrat zopakujete a
vytvofite rtizné piehyby, zjistite, Ze obaluji parabolu (obr. 1).

A

Obr. 1: Modelovani paraboly prekladanim papiru

Clanky [1], [2] zmiiiuji podobné postupy i pro vymodelovani elipsy a
hyperboly. Nas prispévek je rovnéz vénovan této problematice. Navic si
ukézeme tzkou souvislost takového modelovani s Heronovou tilohou.
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Heronova uloha

Heron Alexandrijsky (10-75 n.l.) zkoumal ve spisu Catoptrica zédkoni-
tosti sifeni svétla. Pfedpokladal, ze svétlo se sifi vzdy tak, aby jeho trajek-
torie méla minimalni délku. Tento princip nejkratsi drahy pouzil k vyfeseni
problému, v jakém misté na zrcadle se musi svételny paprsek odrazit, ma-li
se odrazem dostat z bodu A do bodu B. Matematické varianta problému
se nazyva Heronova tloha: V roviné je ddana primka p a body A, B, které
na ni nelezi. Sestrojte bod C' € p tak, aby pro vsechny body X € p, X # C
platilo |AX| + |XB| > |AC| + |CB|.

Stejnou situaci popisuje také nasledujici slovni tloha: Jezdec na planiné
md namiteno z bodu A do bodu B. Cestou musi napojit koné u veky, kterou
predstavuje primka p. Najdéte misto, kde md jezdec koné napojit, aby jeho
cesta byla co nejkratsi.

V pripadé, ze kazdy z bodu lezi v jiné poloroviné uréené primkou p, je
feSeni trividlni: jezdec pojede pfimo z bodu A do bodu B a bude doufat,
ze se mu podaii feku piebrodit. Tedy, bod C' je prusecikem piimky AB a
primky p.

Zbyvéa nadm piipad, kdy oba body lezi ve stejné oteviené poloroviné
urcené primkou p. P¥i hledani bodu C' vyuzijeme osovou soumérnost podle
piimky p: obraz bodu A v osové soumérnosti podle osy p si oznaéime A’
a zvolime bod C jako priisecik tsecky A’B a primky p. Vyznaéme si na
primce p bod X rtzny od bodu C (obr. 2). Pak z osové soumeérnosti plyne
rovnost

|AX|+|XB|=|A'X|+|XB|,
z trojuhelnikové nerovnosti v trojihelniku BA’X dostavame
|A’X| + |XB| > |A'B|
a z faktu C' € A’B s pomoci osové soumérnosti zjistime, ze
|A'B| = |A'C| + |CB| = |AC| + |CB|.
Dokazali jsme, ze pro libovolny bod X € p rtzny od bodu C je
|AX|+ |XB| > |AC| + |CB,

tedy cesta pres bod C' je nejkratsi.

Konstrukci bodu C' jsme dokazali jeho existenci i jednoznacnost.
7Z teSeni pripadu, kdy oba body lezi ve stejné oteviené poloroviné, na-
vic plyne, ze pfimka p se dotykd v bodé C elipsy {X; |AX|+ |XB| = s},
kde s = |AC| + |CB| > |AB]|.
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Obr. 2: Rozbor situace pro elipsu

ZAiména zavislosti

V Heronové tloze bylo dano A, B, p a hledali jsme bod C' € p a ¢islo s
tak, aby

s =]AC|+|CB| < |AX|+ |XB| provsechna X €p, X £C. (1)

Pozménme ji nyni tak, Ze budou ddny body A a B s ¢islem s > |AB| a
budeme hledat pfimku p s bodem C' € p spliujici vztah (1).

Z podminky |A’B| = s plyne, ze bod A’ lezi na kruznici k se stiedem
B a polomérem s. Ke kazdému bodu A’ € k pak lze sestrojit pfimku p
jako osu usecky AA’ a bod C jako prisecik usecky A’B s pfimkou p. Jak
plyne ze vztahu (1), je pfimka p te¢nou elipsy, kterd ma ohniska A, B a
hlavni osu délky s. Bod C je bodem dotyku. VSechny takové primky p tedy
obaluji elipsu {X; |AX|+ |XB| = s}, kterd je mnoZinou v8ech moznjch
bodu C.

Zabyvejme se dale situaci, kdy 0 < s < |AB|. Trojihelnik ABC z obr. 2
za této podminky neexistuje, protoze neplati trojihelnikova nerovnost. Pro
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témér kazdy bod A’ € k(B;s) vSak mizeme sestrojit bod C' jako pruseéik
piimky A’B s osou usecky AA’ (obr. 3).

Obr. 3: Rozbor situace pro hyperbolu

Z trojihelnikové nerovnosti |[A'B| > ||A'X| — | XB|| a z osové soumér-
nosti zjistime, Ze:

s=||AC| - |CB|| > ||AX| - |XB|| pro viechna X € p, X #C. (2)

Vsechny pfimky p nyni obaluji hyperbolu {X; HAX| — |XB|’ = s},
ktera je mnozinou vSech moznych boda C.
Poznamenejme, %e bod C' nelze sestrojit, kdyz A" € {T1,T>}, kde T,
T5 jsou body dotyku tecen z bodu A ke kruznici k. P¥imky p; a ps, které
jsou osami usecek AT} a ATy, jsou totiz asymptotami dané hyperboly.
Doporucujeme ¢tenéri, aby si promyslel specialni situace:
a) Pro A = B a s > 0 je mnozinou vSech bodii C' kruznice s polomé-
rem s/2.

b) Pro A # B a s =0 je mnozinou vSech boda C osa tisecky AB.

¢) Pro A# B, B — o0 a s > |AB] znazornime kruznici k v blizkosti
bodu A jako pfimku a mnozinou vSech bodu C' je parabola jako
limitni pfipad elipsy. Podobné pro A # B, s — oo a |AB| > s
vznikne parabola jako limitni pfipad hyperboly.
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Modelovani kuzZelosecek skladanim papiru

Prehnuti papiru, které umisti bod A’ na bod A vytvari prehyb, model
osy usecky AA’. Jestlize si tedy na pauzovaci papir narysujeme kruZnici k
se stfedem B a polomérem s a bod A v jeji vnitini oblasti, modelujeme
takovym piekladanim papiru pro rtizné body A’ € k pfimky, které obaluji
elipsu {X; |AX|+ |XB| = s} (obr. 4).

Obr. 4: Modelovéni elipsy prekladanim papiru

P¥imky obalujici hyperbolu {X; ||AX|— |XB|| = s} vytvoiime analo-
gicky, pokud bod A umistime do vnéjsi oblasti kruznice k (obr. 5).
Vyroba modelu paraboly byla popsana v tivodu. Postup mtzeme obmé-

nit tak, ze dolni okraj listu papiru nahradime pifimkou ¢, ktera neprochézi
bodem A.

Zavér

Modelovani kuzelosecek sklddanim papiru mize byt vitanym zpestie-
nim prace v zdjmové matematice. Kromé rozvoje dovednosti poskytuje
i netradi¢ni pohled na poznatky o vlastnostech tecen kuzelosecek. Ty se
v ucebnicich matematiky a deskriptivni geometrie probiraji obvykle su-
chou formou ,véta - dikaz“, kdezto zde jsou pfirozenymi disledky tvah
spojenych se zajimavou ¢innosti. Konkrétné méme na mysli vétu, ze tecna
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elipsy, resp. hyperboly piili tihel pravodict, a poznatky o tzv. fidici kruz-
nici kuzelosecky, kterou v nasich iivahach ptredstavuje kruznice k.

Radi bychom také zduraznili uzite¢nost vahy o zméné fixace parame-
tru, které v tloze vystupovaly — fixace parametru s, puvodné zavislého
na umisténi objektd A, B a p, umozZnila pfechod od Heronovy tlohy k tec-
nam kuzelosecek. Fixace parametri patii k zakladnim matematickym me-
todam.

Popsané ¢innosti je mozné vizualizovat prostfednictvim dynamické geo-
metrie. Tomuto tématu se budeme podrobné vénovat v nékterém z pristich
Cisel Casopisu.

Nakonec bychom radi upozornili na webové stranky zaméfené na meto-
dy reseni geometrickych tloh www.pf. jcu.cz/stru/katedry/m/mrg.html,
na nichz ¢tenaf najde uvedenou problematiku zpracovanou s vyuzitim
Cabri geometrie a kromé ni i fadu dalSich zajimavych informaci.

_1_.
+ &

\““---.__________

Obr. 5: Modelovani hyperboly prekladanim papiru
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Vyuzitie metody Monte Carlo
pri vyucovani pravdepodobnosti

JANA POCSOVA
Fakulta BERG, Technickéd univerzita v KoSiciach

Pre vyucbu pravdepodobnosti je stale charakteristické riesit tlohy pro-
strednictvom klasickej definicie pravdepodobnosti s vyuzitim kombinato-
rickych vypoctov. Tento pristup je pre mnohych ziakov narocny. Nazda-
vame sa, ze nespravne predstavy ziakov vyplyvaja z nedostatku skiisenosti.
Domnievame sa, Ze tieto sktisenosti je mozné ziskat prave simuléaciou a
vlastnym experimentovanim.

Preto v tomto ¢lanku navrhujeme spdsob vyuzitia simuldcie a experi-
mentovania pri vyucovani pravdepodobnosti prostrednictvom Statistickej
metédy znamej ako metéda Monte Carlo.

Podstatou tejto metddy pri simulécii hodnoét nahodnjch premennych je
vyuzitie ndhodnych ¢isel. S rozvojom tejto metddy st spité mena S. M.
Ulama a J. von Neumanna ([1]).

Ako je uvedené v literature [5], usudzovanie spojené so stochastickou
simulaciou, formulovanie vierohodnych tsudkov vyplyvajtcich zo statistic-
kych tidajov, zbieranie a spracovanie Statistickych dat st dolezitymi prv-
kami stochastického vzdelavania. Preto v ¢lanku navrhujeme, ako metédu
Monte Carlo spristupnit Ziakom. Teoretické pozadie problémov a ilustra-
cie simulécii st uvedené len pre éitatela, ktory chce hlbsie preniknif do
rieSenych problémov. Neodporti¢ame ho demonstrovat na beznej hodine
matematiky pre ziakov strednej skoly, kedZe k jeho pochopeniu je nutné
poznat zdklady pravdepodobnosti a matematickej Statistiky preberanej
v zakladnych vysokoskolskych kurzoch. Riesenie navrhnutého problému
(bez jeho matematického zdovodnenia) odporacame pre Ziakov strednej
skoly po oboznameni sa s pojmom aritmeticky priemer.

V ¢lanku respektujeme zakladné fazy metédy Monte Carlo, tak ako boli
navrhnuté v [7, s. 506-524]. St nimi:

e konstrukcia simula¢nej schémy (pojem vysvetlime neskor),
e urcenie sposobu realizacie simulac¢nej schémy pomocou generatorov
nahodnych hodnét,
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e identifikovanie parametra (charakteristiky), ktorého hodnotu chceme
odhadnnt,

e zbieranie a spracovanie Statistickych tdajov vhodnymi nastrojmi,

e urcéenie hodnoty parametra (charakteristiky) na zéklade ziskanych uda-
jov,

e faza interpretacie.

KedZe v ¢lanku pracujeme s nasledujicimi pojmami, pripomenieme ich
definicie.

Pod nahodnym pokusom rozumieme jav, experiment, o ktorého priebehu
a vysledku rozhoduje ndhoda, pricom mnozina vysledkov pokusu je ko-
necnéa alebo spocitatelna a pre kazdy vysledok mozno kvantitativne ohod-
notit pravdepodobnost, s akou sa pokus tymto vysledkom skondéi [3, s. 14].
(Nahodny pokus oznac¢ujeme podla [2] gréckym pismenom §.)

Stochasticky model nahodného pokusu § je dvojica (2, p), kde 2 je mno-
zina vSetkych vysledkov ndhodného pokusu § a p je funkcia, ktord kazdému

vysledku priradi pravdepodobnost, s akou ndhodny pokus § moze skoncit
tymto vysledkom ([3, s. 36, 44, 62]).

Sitmulacnd schéma ndhodného pokusu § je ndhodny pokus &5 vykond-
vany prostrednictvom losovacich nastrojov s matematickymi vlastnostami
(prostrednictvom kociek, tirn, ruliet, minci), ktory ma s ndhodnym poku-
som ¢ izomorfny stochasticky model ([3, s. 98], [2, s. 255]).

Odhad strednej hodnoty nahodnej premennej metédou Monte
Carlo

V rédmci roznych reklamnych kampani sa spolo¢nosti pokasaji zvysit
svoj predaj tym, ze do jednotlivych baleni pridavajt atraktivne ceny. Casto
je ziskanie tejto odmeny podmienené vyzbieranim série lésov, ktoré st do
tychto baleni pridané.

Nasou snahou je pretransformovat tento problém do Ziackeho prostre-
dia.

Realny problém — Motivacia

V kaZdom balent ceredlii je iba jedna zo série Siestich postaviciek z roz-
pravky Madagaskar. Po vyzbierani a predloZent celej série postaviciek vy-
robca garantuje jedno balenie zdarma. Kolko balent ceredlii moZeme ocakd-
vat, Ze je potrebné kipit, kym ziskame prdvo na vyhru? (Porov. [2, s. 342],
[7, s. 506].)
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V takto formulovanom probléme st zamlcané niektoré dolezité fakty.

e 6 postaviciek je rozdelenych do baleni rovnomerne.

e Jeden clovek zbiera samostatne postavicky. Predpokladame, Ze nie je
mozne po Case zamietniat uz nazbierané postavicky, v pripade, Ze sa
v zbierke opakuju.

e Predpokladame tiez, ze obchod, z ktorého nakupujeme, ma neobme-
dzené mnozstvo baleni pricom v kazdom z nich je jedna postavicka.
A aj po kupe balenia z danou postavickou sa pravdepodobnost kipy
balenia s rovnakou postavickou neznizuje.

V probléme sa stretdvame s dvoma ndhodnymi pokusmi:

e kiipa balenia s ndhodnou postavickou (4),

e opakovanie kupy baleni tak dlho, az ziskame celt sériu postaviciek.
(Tento pokus ma nahodny pocet opakovani. Dalej v texte ho oznacu-
jeme 9,.).

Riesenie problému prostrednictvom metédy Monte Carlo, v prvej faze,
vyzaduje uvedomenie, ze postavicky su v baleniach rozdelené rovnomerne.
Preto kipe jedného zo Siestich baleni zodpoveda hod kockou. Kazdej pos-
tavicke zodpoved4 jedno ¢islo na kocke. Preto pokus ¢, mozno simulovat
opakovanim hodu kockou tak dlho, az na nej padne kazdé z cisel aspon
raz. Tento analogicky pokus k pokusu 4, budeme oznacovat §;.

V druhej faze metédy Monte Carlo je potrebné popisat spdsob simu-
lacie ndhodného pokusu §; pomocou generatoru nahodnych ¢isel. Upred-
nostnime skuto¢ni realizaciu pokusu §, s hracou kockou.

Kvoli hlbSiemu preniknutiu do problému navrhujeme sformulovat ana-
logickti matematick( tlohu, pricom jej samotné formulécia by mohla byt
vysledkom diskusie a analyzy problému so ziakmi:

Kolko krdt mozeme ocakdvat, Ze je potrebné hodit kockou, aby padli
véetky cisla od jedna po Sest?

Ceredlie kupujeme tak dlho, az ziskame celu sériu, resp. hadZeme kockou
dovtedy, az ziskame celt sériu ¢isel. Tento cas cakania na sériu je ndhodnou
premennou 7', ktord nadobida hodnoty od Sest poéniic. Stredné (o¢aka-
vand) hodnota F(T) ndhodnej premennej T je jej charakteristikou, ktora
je potrebné urcit v tretej faze metédy Monte Carlo.

Na zéklade statistickych tdajov ziskanych opakovanim ndhodného po-
kusu §; bude mozné urcit aritmeticky priemer po¢tu opakovani pokusu d.
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Podla zdkona velkych ¢isel je aritmeticky priemer dobrym odhadom stred-
nej hodnoty ndhodnej premennej (]2, s. 484]). (Vychddzajic z nasich ska-
senosti s realizaciou vyucovacej hodiny podla tohto navrhu, je pouzitie
aritmetického priemeru prirodzenym objavom Ziakov. Ale pri samotnej re-
alizacii sme tejto faze ponechali vic¢si Casovy priestor a presunuli sme ju
a7 za Stvrtu fazu.)

V $tvrtej faze navrhujeme pouzit Tab. 1 na spracovanie ziskanych tda-
jov. Jednotlivé riadky (od 1 do 10) znamenaji opakovanie pokusu ds.
V druhom az siedmom stipci st znézornené vysledky po hode kockou.
Posledny stlpec zachytéva celkovy pocet opakovani pokusu d.

Ako priklad uvddzame taki postupnost ¢isel, ktora padla pri jednom c¢a-
kani na kompletnu sériu (1, 6,4, 5,4, 6,2, 1, 3). Tato situdciu sme znazornili
v prvom riadku Tab. 1.

Pocet opakovani pokusu &,
1. |II| T | T |II|1I|II 9

10.

Tab. 1. Zaznam 10 pokusov §s jedného ziaka

Névrh spoésobu zdznamu je vhodné ponechat na samotnych ziakov. V z&-
vere ho odportucame zjednotit, aby sumarizacia vysledkov celej triedy pre-
behla ¢o najrychlejsie.

Tak ako sme spominali vyssie, strednt hodnotu nadhodnej premennej 7'
odhadneme pomocou aritmetického priemeru

p= Z:'L:1 Di
n

kde p; oznacuje pocet opakovani i-tého pokusu d; a n oznacuje celkovy
pocet uskutoénenych pokusov ds. Nakolko aritmeticky priemer je dobrym
odhadom strednej hodnoty ndhodnej premennej ([2, s. 484]), pri dosta-
to¢ne velkom n (t.j. dostatoénom opakovani pokusu d,) bude s pravdepo-
dobnostou blizkou 1 aritmeticky priemer P blizky teoretickej hodnote 14,7.
Vo faze interpreticie teda mozeme formulovat nasledujtci tsudok:

V priemere 15 hodov kockou postacuje na ziskanie celej série cisel od 1
do 6.

A teda: Priemerne 15 baleni ceredlii kupime, kym ziskame celd sériu
postaviciek a tym prdvo na vyhru.

b
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Matematické zdé6vodnenie

V tejto Casti uvadzame podstatné kroky vypoctu strednej hodnoty bez
ich podrobného zdovodnenia. Tento vypocdet neodporiéame prezentovat
7iakom. (Podrobnejsi sposob vypoctu Gitatel moze najst v [7, s. 347-348|
a [3, s. 339-342].)

Opakovanie kipy balenia s ndhodnou postavickou tak dlho, az ziskame
celt sériu, mozno rozdelit na Sest po sebe nasledujtcich faz. Nachadzanie
sa v j-tej faze (j € {0,1,2,3,4,5}) znamen4, Ze zatial sme nazbierali j roz-
nych postaviciek. Teda j-ta fiza je cakanim na jednu zo 6 — j postaviciek,
ktoré este nemame.

Dizka trvania tohto ¢akania je ndhodnou premennou, jej hodnotou je
pocet opakovani ndhodného pokusu § do ziskania balenia s novou posta-
vickou (vratane). Oznacujeme ju Tj.

Dlzka ¢akania, je stétom dizok (trvani) jednotlivich faz, preto ndhodna
premenna T je suctom

T=Ty+T1+To+T3+ T, +Ts.

KedZe strednd hodnota st¢tu ndhodnych premennych je stctom
ich strednych hodnét ([3, s. 341, veta 9.10]), ziskanie E(T};) pre kazdé
7 €{0,1,2,3,4,5} vedie k ziskaniu E(T).

Bernoulliho pokus je ndhodnym pokusom s dvomi moznymi vysledkami
(jeden je oznacovany ako tispech, druhy ako netispech), ktorych pravdepo-
dobnosti st kladné ([3, s. 82]). Opakovanie ndhodného pokusu § v j-tej faze
(j € {1,2,3,4,5}) je Bernoulliho pokusom. Sta¢i kipu novej postavicky
v j-tej faze interpretovat ako tispech a kipu postavicky, aki uz ma, ako
neuspech. Ak pravdepodobnost, Ze nastal aspech, t.j. v j-tej faze sme k-
pili s novym balenim ceredlii aj postavicku, ktora nam chybala, oznacime
uj, potom

7 definicie strednej hodnoty! uré¢ime stredny ¢as ¢akania na prvy aspech.
Pravdepodobnost s akou nahodna premenna 7); nadobtuda hodnotu k£ € N
je rovna (1 —u;)*~1 - u;, ¢o zapisujeme nasledovne

P(T; =k) = (1—u)* 'y

1Strednd hodnota ndhodnej premennej X so spoéitatelnym oborom hodnét
{z1,2,...} je definovana ako sucet radu Y 2, ) - P(X = xy) ([3, s. 339]).
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Pre jej strednt hodnotu teda plati

[e'S)
Zk 1—UJ 1'Uj.
k=1

Pre u; spiﬁajﬁce podmienku 0 < u; < 1 je tento rad konvergentny a jeho
stcet je = ([3, s. 341]).

uj
Ostava najst E(Tp). KedZze pri prvej kupe vZdy ziskame nova posta-
vicku, je doba cakania rovna 1, a teda

E(Ty) = 1.

Ocakévany cas cakania na vSetky postavicky zo série je

E(Ty) + E(Ty) + E(T2) + E(T3) + E(Ty) + E(T5) =

™

g

=
!

6 3

Skusenosti z vyucovania

Tento problém sme riesili so Studentami Pedagogickej univerzity, ale aj
vo viacerych triedach gymnazii.

Studentom pedagogickej univerzity bol tento problém nastoleny pocas
zékladného kurzu pravdepodobnosti. I§lo o $tudentov ucitelského studia.
Tento problém bol rieSeny preto, aby sme zistili, ¢i jeho zadanie je zro-
zumitené. Taktiez preto, aby sme zistili aké najcastejSie otdzky, ¢i po-
strehy odznejt a mohli sme sa na ne pripravit, kedze v dalsom kroku sme
planovali zadaf tento problém ziakom strednych $kol. Vysledky nésho po-
zorovania st zachytené v celom névrhu rieSenia problému predstaveného
v predchadzajuacich ¢astiach. Pre ilustraciu uvadzame vysledky z opakova-
nia pokusu d.

Na hodine bolo 52 studentov a kazdy z nich opakoval tento pokus
10krat. Priemerny pocet doby ¢akania celej skupiny bol 14,68.

Nasledujuci graf zachytava informéciu o rozdeleni ndhodnej premen-
nej T
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Hystogram pocetnosti ndhodnej premennej T’
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pocet opakovani pokusu d;

Samotné zadanie problému a aj jeho rieSenie pomocou simulacie sa
stretlo s pozitivnym ohlasom. Ani v jednej triede gymnéazia vSak tento
sposob simulécie nepatril k prvym napadom ziakov. Domnievali sme sa,
7e samotna tloha, v ktorej vystupuje prave Sest postaviciek je silnym vo-
ditkom k pouzitiu hracej kocky. Najcastejsie napady ziakov vsak boli:

e generovanie nahodnych ¢isel pomocou softvéru MS Exel,

e losovanie Siestich oznacenych listkov z klobiika s ich opdtovnym
navratom.

Domnievame sa, ze aj napriek tomu, Ze v mnohych tlohach z pravdepo-
dobnosti vystupuju kocky, ziaci nemaju osobnt sktisenost s ich pouzitim
pri simuléciach na hodine matematiky a preto ich pouzitie spajaju pre-
dovsetkym s hrou a hazardom.

Zaver

V tomto ¢lanku pontikame jeden z pohladov na proces pouzivania ma-
tematiky k rieSeniu mimomatematickych problémov. Ten je organizovany
v troch fazach a to vo faze matematizacie, faze vypoctov a dedukcie a faze
interpretacie. V prvej faze hladdme matematickti formuldciu mimomate-
matického problému, dalej rieSime uz matematicky problém matematic-
kymi prostriedkami a v zavere pontkame vysvetlenie ziskaného vysledku
v povodnom kontexte ([2, s. 131]).
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Na realizaciu fazy vypoctov a dedukcie v predlozenom probléme ziaci
nemaju potrebny matematicky aparat. Preto sme na jeho riesenie navrhli
metédu Monte Carlo. Hoci predloZzeny problém vyzaduje len mélo vypoc-
tov, v skutoc¢nosti je hlboko matematicky a rozvija doélezité stochastické
kompetencie ([4, s. 248-249, 252], [2, s. 510]) akymi st schopnost prekladat
mimomatematicky problém do jazyka matematiky, navrhovat simulécie,
zbieraf a organizovat Statistické idaje a v neposlednom rade formulovat
usudky typické pre stochastiku.
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Zajimavé matematické tllohy

Pokracujeme v uvefejnovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické tlohy. V tomto cisle uvadime zadani dalsi dvojice zacinajici tteti
stovku. Jejich feSeni muzete zaslat nejpozdéji do 1. 4. 2014 na adresu:
Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elek-
tronickou cestou (pouze vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu)
na emailovou adresu: mfiQupol.cz. Zajimava a originalni feSeni tloh radi
uvefejnime.
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Uloha 201

V nerovnoramenném pravothlém trojihelniku ABC protne osa vniti-
niho thlu a osa vnéjsiho thlu pii vrcholu C pfeponu po fadé v bodech F
a F'. Dokazte, ze plati

|AE| - |AF|+ |BE| - |BF| > |AB|?.
Jaroslav Zhouf

Uloha 202
V aritmetické posloupnosti (a,)%2 ; plati pro jista pfirozend ¢isla k a [

ar=2l+k a aq =2k+1.

Najdéte vsechny takové posloupnosti.
Stanislav Trdvnicek

Déle uvadime feseni uloh 195 a 196, jejichz zadani byla zverejnéna
ve tfetim ¢isle 22. ro¢niku naseho ¢asopisu.
Uloha 195
Necht «, 8, v jsou velikosti vnitinich hla trojuhelniku, kde v > 90°.
Dokazte nerovnost
tgatgf < 1.
Jozef Kalinowski

Resend. Ze zadani plyne 0° < o < 90°, 0° < 3 < 90° a 0° < o + 3 < 90°.
Tedy tg a, tg 8, tg(a + 8) jsou kladn4 redlnd ¢isla. V souctovém vzorci
tga+tgf

1—tgatgs

jsou tg(a + B) i tga + tg B kladna redlné éisla, proto ma tuto vlastnost
i jmenovatel 1 — tg atg 8 zlomku na pravé strané, tj.

tg(a + ) =

tgatgf <1,

coz jsme chtéli dokazat.

Jind tesent vyzivala skute¢nosti, ze funkce tgx je pro 0° < z < 90° ros-
touci. Protoze v > 90°, je o + 8 < 90°, a plati tedy 8 < 90° — a. Odtud

1 =tga cotga =tga tg(90° — a) > tga tg 5.
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Spravné feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Filip Bialas z G
v Praze 4, Konstantinova, Markéta Caldbkovd a Petr Vincena, oba z GJS
v Prerové, Antonin Cesik ze SPSE v Pardubicich, Martin Hora z G v Plzni,
Mikulagské nam., Lukds Knob z G v Kojeting, Matéj Konecny z G v Ces-
kych Budéjovicich, Jirovcova 8, Karolina Kuchynovd z GML v Brné, To-
mas Lysonek z G v Uherském Hradisti, Viktor Némecek z G v Jihlavé,
J. Masaryka, Tomds Novotny z G v Ceské Lipé, Martin Raszyk z G v Kar-
viné, Jan Sarman z GMK v Bilovci, Jan Sorm z G v Brnég, ti. Kpt. Jarose
a Martin Zahradnicek z G v Slapanicich.

Netiplné feseni zaslali Jan Krejéi z GMK v Bilovci, Marian Poljak z GJS
v Prerové, Jakub Svovoda z G V Havifové, Komenského a Pavel Turek z G
v Olomouci-Hej¢iné.

Uloha 196
Dveé poloroviny se spole¢nou hraniéni pfimkou sviraji tthel 60° a vytva-
feji klin. Do né&j jsou umistény dvé koule k1 (S1;7) a ko(S2;7), které maji
vnéjsi dotyk a souCasné se obé dotykaji i stén klinu. Vypoctéte polomér
p tieti koule k3, kterad se dotyka soucasné obou kouli k1 a ko a také stén
tohoto klinu.
Stanislav Trdvnicek

Reseni. Nejprve uvazujme kouli k(S; R) s polomérem R. Tato koule se
dotyka dotyka stén klinu, pravé kdyz S lezi v roviné soumeérnosti x daného
klinu obsahujici hrani¢ni pfimku a vzdalenost v bodu S od hraniéni pfimky
je rovna

R
= = 2R. 1
Y~ sin30° M)
Na obr. 1 je zndzornén fez kolmy k obéma hrani¢nim polorovinam klinu

obsahujici bod S.

Obr. 1
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Nyni sta¢i uvazovat situaci v fezu klinu jeho rovinou soumérnosti s
obsahujici hrani¢ni pfimku. Ozna¢me S7, S} a I’ kolmé priméty stiedt
kouli po fadé k1, ko a hledané koule I(I, p) na hrani¢ni pfimku. Je zfejmé,
ze uloze vyhovuji 2 koule, jejichZz stfedy jsou na obr. 2 oznaceny I; a
Is. Z duvodu stejnych vypocéti necht je dale I libovolny z bodid I; a Is.
V roviné k lezi stfedy vSech uvazovanych kouli a jejich body dotyku a ze
shodnosti kouli k1 a ks plyne soumérnost situace podle pfimky I'I. Proto
na této primce lezi i bod dotyku M kouli k; a ko (obr. 2).

Obr. 2

Podle Pythagorovy véty v pravothlém trojuhelniku IMS; plati
1181 = [IM? + |M S, 2.
Podle (1) odtud dostéavame
(r+p)? = (2r —2p)% + 12,
coZ po upraveé dava
3p° — 10pr + 4r% = 0.
Proto

5+413
—g

Existuji dvé koule (viz obr. 2) dotykajici se danych kouli i stén klinu,
majici (kladné) poloméry

5— /13 54+ +/13
:Tr a pzzTr.

P12 =

P1
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Spravné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné, Antonin Cesik ze
SPSE v Pardubicich, Martin Hora z G v Plzni, Mikulasské nam., Jan
Krejéi a Jan Sarman, oba z GMK v Bilovci, Tomds$ Lysonék z G v Uher-
ském Hradisti, Marian Poljak z GJS v Pierové, Martin Raszyk z G v Kar-
viné, Pavel Turek z G v Olomouci-Hej¢iné a Martin Zahradnicek z G

v Slapanicich.

Pavel Calabek

Dokoncent ze str. 80.

Prvni z laureatd Frangois Englert je
belgicky obcan. Narodil se v roce 1932
v Etterbeeku v Belgii. Doktorat PhD zis-
kal na univerzité v Bruselu. Je emeritnim
profesorem na univerzité v Bruselu.

Druhym laureatem je Peter W. Higgs.
Narodil se v roce 1929 v Newcastlu upon
Tyne ve Velké Britanii. Titul PhD. zis-
kal na Londynské univerzité v roce 1954.
Je emeritnim profesorem na Univerzité
v Edingburghu.

Céstici teoreticky predpovédél Higgs
spolu s dalsimi spolupracovniky v roce
1964 a experimentalné byla jeji existence
CasteCné ovérena v roce 2012.

Odiivodnéni nobelovské komise k udé-
leni Nobelovy ceny za fyziku je v ces-
kém prekladu nasledujici: ,,Cena se udeé-
luje za teoreticky objev mechanismu, ktery
prispiva k porozuméni vzniku hmotnosti
subatoméarnich ¢astic, které byly v sou-
Casnosti potvrzené i experimentalné na
urychlova¢i LHC experimenty ATLAS a
CMS v Evropském experimentalnim cen-
tru CERN.“

Existence Higgova bozonu je podmi-
néna slabou interakci, ktera je zodpovédna
za radioaktivitu ¢i jiné jaderné rozpady.
Pomoci Higgsova bosonu lze vylozit exis-
tenci klidové hmotnosti dalsich castic a
v navaznosti na to postupné i vyvoj vSech
prvku a zivota. Proto je Higgsuv bozon

oznacovan také symbolicky jako bozska
Castice, kterd po velkém tifesku umoznila
vznik dalsich ¢astic az po atomy, molekuly
a jejich agregaty.

Higgstv bozon jakozto subnukleirni
Castice ma schopnost kondenzovat ener-
gii nehmotnych ¢astic ve hmotné castice,
které jsou v dalsim vyvoji zdkladem vsech
nost vytvaret ze ,zareni“ klidovou hmot-
nost. V kosmu existuji elementarni castice
jednak hmotné a jednak silovych poli. Ta-
kovou castici silového pole je pravé Hig-
gsuv boson. Experimentalné bylo mozné
Castecné potvrdit jeho existenci az po uve-
deni urychlovace LHC do provozu.

Higgsovou castici se uzavird soustava
elementarnich castic. Objev Higgsova bo-
sonu jak teoreticky tak i experimentalné
patfi mezi nejvétsi objevy fyziky, ktera po-
tvrzuje timto objevem svoji existenci jako
fundamentéalni véda.

Literatura

[1] The Nobel Prize in Physics 2013.
Nobelprize.org. Nobel Media AB
2013. Web. 8 Dec 2013. http://
www.nobelprize.org/nobel_prizes/
physics/laureates/2013/

Lubomir Sodomka
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FYZIKA

Nejkrasnéjsi planeta slunecéni
soustavy Saturn v tlohach

VLADIMIR STEFL
Prirodovédecka fakulta MU, Brno

Pocity krasy hraji dtlezitou roli pfi motivaci studentl a zejména stu-
dentek ve vyuce méné oblibené fyziky. Na snimcich nebo pfi pozorovani
dalekohledem vyvolava nejvétsi pocit libosti z planet ve slune¢ni soustaveé
Saturn vzhledem k jeho systému prstenctim. Planeta je snadno pozorova-
telna jiz i mensimi dalekohledy, nejintenzivnéjsi estetické dojmy vznikaji
pri nejvétsim rozevieni prstenct. Zajimava nazloutld barva (obr. 1), je
vyvolana odrazem slunecniho svétla v horni vrstvé mrakt planety.

Obr. 1

Prvnim, kdo systém prstencti nejen pozoroval, ale i pochopil jejich
vzhled, byl Christian Huygens (1629-1695) v roce 1657. Mnohem poz-
déji upfesnil vyzkum kosmickych sond Voyager I. a II. pfi priletech v le-
tech 1980 a 1981 tloustku prstenctt na zhruba jeden kilometr a primér
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priblizné na 272 000 km. Prstence pozorujeme diky odrazu slunec¢niho
svétla. Jsou tvofeny ¢asteckami prachovych zrn, ledem a mensimi télisky
centimetrovych, decimetrovych az metrovych velikosti. Spektrometry na
zminovanych kosmickych sondéch pracujici ve viditelném a infracerveném
oboru zjistily, Ze stiedni rozmér Castecek prstence se zvétsuje s rostouci
vzdalenosti od planety. Prstence jsou staré pouze stovky miliént roki.
Neni dosud spolehlivé objasnéno, zda vznikly rozpadem néjakého meésice
¢i z ptvodniho akrecniho protoplanetarniho disku. V systému prstenct
existuji mezery, nejzietelnéjsi je pojmenovana po Giovanim Dominicovi
Cassinim (1625-1712), kterad jim byla objevena roku 1675 (viz obr. 1). Je
zpusobena gravitacnim pusobenim predevsim mésice Mimas, ktery pro-
stor gravitacné ovliviiuje, a téméf ho ,vycistil“. Obecné i dalsi mezery
v systému prstenctl jsou vyvolany gravitacnim ptsobenim jednoho ¢i vice
mésici.

Jak bylo dokdzéno v [1] Jamesem Clarkem Mazwellem (1831-1879)
na zakladé analyzy dynamické stability, je-li hmotnost Saturnu dosta-
tecné velka, potom prstence diskrétnich vzajemné interagujicich ¢astecek
na obézné draze kolem planety udrzuji stabilni tvar a nejsou tvofeny tu-
hymi télesy, nybrz systémy drobnych castecek. Pozdé€ji napt. James Ed-
ward Keller (1857-1900) v [2] a William Wallace Campbell (1862-1938)
prométovali spektroskopicky relativni rychlosti vnitinich a vnéjsich ¢asti
prstencti k vyjasnéni, ktery jejich okraj se pohybuje rychleji. Zavislost rych-
losti ¢astic tuhého télesa na vzdalenosti je v ~ r zatimco u obézné rychlosti
pohybujiciho se télesa na kruhové draze je dana zavislosti v ~ \/1/77“ Bylo
zjisténo, ze ledové Castecky tvorici pfevazné systém prstencd (obr. 2), se
pohybuji ve vnitini oblasti rychleji nez ve vnéjsi, coz je v souladu s pohy-
bem volného télesa a jde o tzv. keplerovskou rotaci. Modelové priblizeni
problematiky 1ze demonstrovat nasledovneé.

Obr. 2
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Uloha 1. Uréete obé&znou rychlost vnitini ¢asti prstence D o vzdalenosti
67 000 km od Saturnu s obé&Zznou dobou 0,20 dne, vnitini ¢asti prstence A
o vzdélenosti 122 000 km s obéznou dobou 0,50 dne, vnitini ¢asti prs-
tence E o vzdélenosti 181 000 km s obéZnou dobou 0,91 dne. Ovéite plat-

nost zavislosti v ~ /1/r.
2nr

Reseni. Dosazenim do vztahu v = =7+ postupné ziskdme v = 24,3km-s~

17,7km-s~! a 14,4km -s~!, tedy s rostouci vzdalenosti od planety klesa
obé&Zné rychlost v souladu se zéavislosti v ~ /1/r.

1

)

Samotné planeta je druhou nejvétsi ve slunecni soustavé a ma zhruba
stokrat vétsi hmotnost nez Zemé. Vyznacuje se velmi rychlou rotaci, ktera
zplostuje jeji tvar (obr. 3). Na rovniku dosahuje rotaéni perioda 10 hodin.
Prvni méfeni thlovych velikosti polarniho a rovnikového poloméru provedl
Friedrich Wilhelm Herschel (1738-1822) [3].

Obr. 3

Uloha 2. Ze znalosti rovnikového poloméru a = 60 268 km a polarniho
poloméru b = 54 364 km Saturnu uréete hodnotu jeho zplosténi.

Reseni. Velikost zplosténi stanovime ze vztahu

-b b
a _q1_°
a

=

a
a dosazenim obdrzime f = 0,097 96.

Saturn vyzaruje do svého okoli vice energie, nez zafenim od Slunce pii-
jima. Nejpravdépodobnéjsimi dodateénymi vnitfnimi zdroji energie jsou
gravita¢ni smrstovani, fazové pfemény vodiku v jeho nitru respektive kle-
sani helia. Zakladni kvantitativni predstavy o energetickych pomérech jsou
zachyceny v nésledujicich tlohéch.

Matematika — fyzika — informatika 23 2014 29



Uloha 3. Jak velka je hustota zafivého toku dopadajiciho ze Slunce na
Saturn?

Reseni. Porovnanim s hustotou zafivého toku tzv. solarni konstantou pro
Zemi obdrzime

2
Ks = Ky (”) —14,9W-m~2.
rs

Uloha 4. Stanovte efektivni povrchovou teplotu Saturnu (obr. 4).

Obr. 4

Reseni. Pro vyjadieni hledanych souvislosti pouZijeme vztah
TRE(1 — A)Ks + 47 R3Q = 4w R oT5%

(podrobnéji je rozebirdno v [4]).

Prvni vyraz vyjadiuje mnozstvi energie dopadajici ze Slunce na disk
Saturnu, Rg je polomér Saturnu, A je albedo a Kg je hustota zafivé ener-
gie od Slunce ve vzdalenosti Saturnu. Druhy ¢len charakterizuje vyzato-
vani vnitini energie samotnym Saturnem. Clen na pravé strané zachycuje
vyzafovani Saturnu, kde T je efektivni teplota. Vzhledem k rychlé ro-
taci Saturnu predpokladame celym povrchem planety. Prestoze planety
nevyzaiuji Gplné presné jako absolutné cerna télesa pouzijeme Stefantiv—
Boltzmanniv zakon. Pfi znalosti koeficientu vnitfniho tepla ¢inici u Sa-
turnu Q = 1,80 a albeda A = 0,45 dosazeni do rovnice obdrZzime pro
efektivni teplotu Saturnu Tr = 91 K.

A7 detailni vyzkum Saturnu z bezprostiedni blizkosti prostfednictvim
kosmickych sond umoznil ziskat tdaje, jejichz analyza vedla k chemickému
slozeni a fyzikalnim vlastnostem atmosférickych vrstev Saturnu. K pla-
neté se priblizily kosmické sondy Pioneer II. roku 1979, Voyager I. 1980 a
Voyager I1. 1981, Cassini 2004.
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Uloha 5. Uréete préci nezbytnou k hypotetickému modelovému pfesunu
kosmické sondy Cassini o hmotnosti mg = 5 700 kg z polohy Zemé na jeji
draze k Saturnu, vSe v gravita¢nim poli Slunce. Vzdalenost Zemé—Slunce
¢ini 1,50 - 10! m, vzdalenost Saturnu od Slunce je 1,43 - 10'2 m.

Reseni. Prace je uskutecnovana na tkor ubytku gravita¢ni potencialni

energie, tedy
M, 1
A = g Msime (1_>.
Ts1z T's1s

Po dosazeni ziskdme A = 5,1-10'2J.

Realny let kosmické sondy Cassini s modulem Huygens na palubé byl
komplikovanéjsi. Po startu v roce 1997 kosmicka sonda dvakrat v letech
1998 a 1999 prolétla kolem Venuse, vyuzila jejiho gravitacniho pole k urych-
leni tzv. gravitacnim prakem a po priiletu kolem Zemé zamitila k Jupiteru,
kde byla koncem roku 2000. Postupné tak pii priletech kolem planet do-
chézelo ke zrychlovani pohybu kosmické sondy. Pfi letu kolem Jupitera se
déle zménil i smér rychlosti po draze k Saturnu. Rozeberme zjednoduse-
nou teorii gravitacniho praku — urychleni udileného kosmickych sondam
planetami, podrobnéji viz napt. [5], [6].

Kosmicka sonda Cassini pfi pfiblizeni k Jupiteru zvysila svoji rychlost
diky pritazlivé gravitacni sile planety. Pti priletu pericentrem ji méla nej-
vétsi, nasledné gravitace jeji pohyb zpomalila. V celkovém souhrnu rych-
lost kosmické sondy vzhledem k Jupiteru ztistala stejnd. Avsak pocateéni
rychlost na zacatku a koncova po pruletu kolem Jupitera, obé vztahované
k heliocentrické soustaveé spojené se Sluncem, jsou rozdilné. Planeta Jupi-
ter ztratila ¢ast pohybové energie, kterou pievzala kosmicka sonda Cassini
(plati zakony zachovani energie a hybnosti). Vzhledem k nepoméru hyb-
nosti obou téles, daném zna¢nym rozdilem hmotnosti, je ovlivnéni drahy
planety v praxi nepozorovatelné, zatimco kosmické sondy vyznamné. Pii
vySe popsaném manévru se rovnéz zmeénil smér jejiho letu po draze. Priile-
tem za Jupiterem (ve smyslu jeho obé&zné rychlosti) kosmické sonda ziskala
¢ast obézné rychlosti planety. V pfipadé kosmické sondy Cassini obdrzela
dodate¢nou rychlost Av = 2km-s~!. Na obr. 5 jsou zachyceny zmény jeji
rychlosti vzhledem k Slunci pfi priletech u Venuse, Zemé a Jupitera.

Kolem Saturnu obiha vétsi pocet mésici, nejvétsim o pruméru 5 150 km
je Titan, objeveny Christianem Huygensem r. 1655 [7]. Mésic m4a vlastni
hustou atmosféru tvofenou molekuldrnim dusikem, metanem a argonem.
Prvni spektroskopické studium atmosféry Titanu provedl Gerrit Pieter
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Kuiper (1905-1973) [8]. Po urceni ¢iselné hodnoty gravitaéni konstanty
bylo mozné prostfednictvim III. Keplerova zédkona v presném tvaru stano-

kmis

a5,

P
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T T T
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Deep Space Maneuver
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Obr. 5

Uloha 6. Naleznéte hmotnost Saturnu, jestlize z pozorovani bylo zjisténo,
7e mésic Titan (obr. 6), obiha ve vzdélenosti a = 1221,8-10%km s ob&znou
dobou T = 15,945 dne.

Obr. 6

Resent. Upravou III. Keplerova zékona obdrzime

G a®

Mg = — —
ST 42 T2

=5,7-10* kg.

Spoluprace NASA, ESA a ASI vedla v roce 2004 k pfistani modulu

Huygens na povrchu Titanu. Modul pfes hodinu tspésné provadél pru-
zkum chemickych a fyzikdlnich vlastnosti jeho povrchu. Ve zjednoduseném
pfibliZzeni zachycuje zavére¢nou fazi pfistani modulu obr. 7.

32

Matematika — fyzika — informatika 23 2014



Obr. 7

Uloha 7. Pfi sestupu modulu Huygens o hmotnosti m = 320 kg na padaku
na mésic Titan rychlosti v = 6 m-s~!, doslo pii dopadu modulu k jeho
zaboreni do hloubky s = 12 cm. Stanovte stfedni silu F' odporu materidlu
hornin na Titanu. Jaké decelerac¢ni zrychleni a pfi tom piisobilo na modul?

Reseni. Kinetick4 energie modulu je rovna vykonané praci vynaloZzené pii
vnikani do povrchovych hornin meésice. Plati
-

Fs=—
S 2mv,

odkud po numerickém dosazeni obdrzime F' = 57 600 N. Dale ze vztahu
muv = F't stanovime ¢t = 0,033 s. Odtud

_2s

a= =218m-s 2.

==

Druhym nejvétsim mésicem Saturnovy soustavy je tzv. ledovy Rhea
s prumérem 1 530 km. Jeho povrch je pokryt kratery. Dokazeme urcit
jeho vzdalenost od Saturnu, jestlize zname tdaje o pohybu Titanu?

Uloha 8. Jak jsme uvedli, nejvétsi Saturntiv mésic Titan obiha kolem
planety po dréaze s velkou poloosou 1,22 - 10% km za 15,945 dne. Naleznéte
stfedni vzdalenost mésice Rhea od Saturnu, jestlize jeho obézna doba ¢ini
4,518 dne.

Resend. Dosadime do III. Keplerova zikona

3 3
dr _ AR
2 2
TT TR

odtud vyjadiime ar = 526 - 10% km.
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Uloha 9. Piipadni obyvatelé mésice Rhea (obr. 8), ktery ma pro pozemsky
zivot svym slozenim prihodnou kyslikovou atmosféru, bohuzel vsak velmi
fidkou s nizkou teplotou 50-100 K, by pozorovali Saturn pod stfednim
thlovym primérem o = 0,216 3 rad.

Obr. 8

Pii znalosti obézné doby meésice ¢inici T' = 4,517 5 dne diky svym fyzi-
kalnim znalostem uréili stfedni hustotu Saturnu. Zkuste je napodobit.

Reseni. Pouzijeme III. Keplerfiv zdkon

ad G

72 = gz Ms + Mr).
Dale plati pro thlovou velikost priameéru
_ 2Rg
-—

(67

Hmotnost mésice Rhea My = 2,5 - 10! kg miizeme oproti hmotnosti Sa-
turna Mg = 5,7 - 1026 kg zanedbévat. Dosazenim do III. Keplerova zakona

pri

4
Mg = gﬁRng
obdrzime pro hustotu
24m _3

Nizké hustota naznacuje, Ze vodik a helium jsou znac¢né zastoupeny i
v nitru planety. Po chemické strance je planeta slozena z molekularniho
vodiku, helia, metanu a ¢pavku.
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Dalsim zajimavym mésicem Saturnu je Mimas objeveny 17. zari 1789
F. W. Herschelem. Je nejmensim télesem ve slunecni soustavé zformova-
nym do sférického tvaru o praméru pfiblizné 400 km. V minulosti se mésic
srazil s télesem o prtimeéru piiblizné 10 km. Pfi srédzce vznikl zajimavy
utvar — velky impaktni krater Herschel (obr. 9), ktery zaujal linedrni ve-
likosti az ¢tvrtinu mésiéni polokoule, ma pramér 130 km, hloubku 10 km
s centralni horou o vysce 6,5 km. Priimérna hustota mésice 1150 kg-m—3
napovida, ze je slozen z vodniho ledu s pfimési hornin. Kosmicka sonda
Cassini ze vzdalenosti 9 500 km upfesnila proméfenim infracervenym spek-
trometrem povrchovou teplotu, které dosahuje nejvyssi hodnoty 92 K pti
prumeérné teploté 77 K. Pfi téchto teplotach je vodni led extrémné tvrdy.

Obr. 9

Uloha 10. Uréete stiedni rychlost mésice Mimas, jestlize jeho vzdalenost
od planety je r = 185,5 - 10 km a hmotnost Saturnu Mg = 5,7 - 1026 kg.

Reseni. Dosadime do vztahu

Ms mm mm 1}2
Gs—F5— = :
r T

odkud obdrzime

M,
v=1/G— =14,1km s’
T

V soustavé obihajicich mésict kolem Saturnu, s vétsi excentricitou elip-
tickych drah, se projevuji slapové jevy.
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Uloha 11. Stanovte velikost slapové sily Saturnu ptisobici na jeho mésic
Titan. Hmotnost Saturnu je Mg = 5,7 - 1026 kg, mésic Titan ma hmotnost
My = 1,35-10%3 kg, priimér Dt = 5150km a Saturn obih4 ve vzdalenosti
r=1,22-10° km.
Resend. Pusobici slapova sila je ddna vztahem
M,
F=20=""p,.
r

Dosadime do vztahu parametry soustavy Saturn-Titan, Fr = 2,9-10'° N.

Relativné velka slapova sila Saturnu, vyraznéjsi nez slapova sila Meé-
sice pusobici na Zemi, vyvolava v dusikové a metanové atmosféie Titanu
znaény pozorovany vitr, ktery zptusobuje pfesuny pisku na povrchu ([9],
obr. 10).

Obr. 10

Dalsim meésicem, kde se projevuji slapové sily je Enceladus, vyznacujici
se nejvyssim albedem z téles ve slunecni soustavé, odrazi 99 % dopadaji-
ciho svétla. Byl objeven W. Herschelem roku 1789. Na jeho povrchu, byly
zjistény vytrysku vody rychlosti nékolik set metri za sekundu (obr. 11).
Tato aktivita je pravdépodobné vyvolana pusobenim slapovych sil mésict
Saturnu, pfedevsim Dione a Mimase, jejimz dusledkem je ohfev nitra mé-
sice.

Obr. 11
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Existuji metody urcovani vnitinich charakteristik Saturnu?

Uloha 12. Stanovte centralni tlak v nitru Saturnu pfi jeho zndmé hmot-
nosti Mg = 5,7 - 10%6 kg a poloméru Ry = 5,7 - 10" m.

Resent. Pro sférické planety plati rovnice hydrostatické rovnovahy

P GM
dRr 09 = —0

r2

4
M= —mor®
37‘&'@7’

ziskdme pro centralni tlak vztah

3GM?
STR4

4 R 2
FP. = 7*7TGQ/ rdr = ZnGo*R* =
3 0 3

Dosazenim ¢iselnych hodnot hmotnosti a poloméru Saturnu do uvedeného
vztahu obdrzime P, = 2,4 - 10!! Pa.

Uloha 13. Pro¢ ma obii plynnéa planeta Saturn horké nitro o teploté
15 000 K7

Reseni. Mensi pomér plochy povrchu k objemu

4mr? 3
4.3
37T T

zplisobuje pomalejsi uvolniovani tepla a nésledné ochlazovani planety.

vevs

Stavba nitra planety je nésledujici (obr. 12): Vné&jsi ¢ast tvori mole-
kularni vodik, nasleduje rozsahla vrstva tekutého molekularniho vodiku
a helia. Pod ni se nachéazi vrstva tekutého velmi vodivého vodiku. Zaslu-
hou rotace jadra pohybem nabitych castic vznika silné magnetické pole
Saturnu, které objevila sonda Pioneer 11 r. 1979. Jejim zdrojem je tenka
stlacena vrstva vodiku vytvéarejici vedeni elektrického proudu v kapaliné
schopné generovat magnetického pole. V centralni ¢asti planety se nachéazi
kamenné jadro. Po chemické strance je Saturn slozen z vodiku, helia, me-
tanu a amoniaku.
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The Interior of Saturn & Copyright Calvin J. Hamilton

Obr. 12

Uloha 14. Urcete stfedni kvadratickou rychlost vodiku v atmosféfe Sa-
turnu a jeji izotermickou sSkalovou vysku pii teploté 90 K. Zdtavodnéte
existenci vodiku a helia v atmosféfe.

Resend. Pro stiedni kvadratickou rychlost plati vztah

Vg = 3k—T:1km~s*1.
V mu

Izotermicka skalovd vyska je déna vztahem h = £L = 40 km. Vzhledem

H
k obsahu i téz8ich molekul v atmosféie je skuteéné hodnota skalové vysky
mensi.
Uloha 15. Stanovte tnikovou rychlost na rovniku Saturnu p¥i hmotnosti

Mg = 5,7-10%6 kg a rovnikovém poloméru Rg, = 60 268 km.

Reseni. Pro druhou kosmickou rychlost plati vztah

Mg

Rs. =36km- s .

vVsy = 2G

Shrnuto s ohledem na vysledek predchéazejici tlohy wvs, > vy, tudiz
vodik a tézsi helium s jesté mensi stfedni kvadratickou rychlosti z atmo-
sféry neunikaji. Teplo stoupajici z nitra planety uvoliiuje energii pro pohyb
plynu v atmosféfe Saturnu.
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P1i ukonceni mise bude ekologicky kosmicka sonda Cassini v roce 2017
navedena do nitra severni polokoule Saturnu. Kdyby vsak hypoteticky
méla opustit sluneéni soustavu, jakou by musela mit rychlost?

Uloha 16. Stanovte tnikovou rychlost ze sluneéni soustavy télesa startu-
jictho z obé&Zné drahy Saturnu. Jeho vzdalenost od Slunce je 1,43 - 10'? m.

Resend. Unikova rychlost je rovna

M
v=1/2G—2 =138km s .
Ts1s

Uloha 17. Kosmicka sonda Cassini (obr. 13), se pohybovala ve vétsich
vzdalenostech od Slunce, tudiz energie ziskdvana solarnimi panely byla
nedostatecna, protoze hustota zafivého toku od Slunce je u Saturnu, jak
jsme propocitali v pfedchozim textu, pfili§ nizka. Proto zdrojem energie
o celkovém vykonu 885 W kosmické sondy byly tfi radioizotopové ¢lanky
RTG, tableta oxidu plutoni¢itého PuOy (obr. 14). V nich bylo vyuzivano
rozpadu plutonia 233Pu, které produkuje ¢astice o se zna¢nou kinetickou
energii, kterd se preménuje na tepelnou energii. Nasledny prevod na elek-
trickou energii se uskuteciiuje bez pohyblivych ¢asti, prostfednictvim ter-
moclanku zalozenych na rozdilu teplot radioaktivni latky izolované uvnitt
pouzdra a vnéjsiho chladice. Urcete nezbytné mnozstvi plutonia k zabez-
peceni uvedeného vykonu, primérnd Gcinnost je priblizné 5 %. Predpo-
kladana doba vyuzitelnosti tohoto zdroje energie je nejméné 15 rokd, po
dobu hlavnich tkold mise Cassini.

Obr. 13 Obr. 14

Resent. Celkovou uvolnénou energii E pfi reakci
238 234 4
gaPu— U+ 5He + F
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stanovime z tabulkovych hodnot vazebnych energii [10]
E =5593keV = 8,949 - 103 J.

Nezbytné mnozstvi paliva ur¢ime nasledujici tivahou. Pro zabezpeceni
celkového vykonu vsech tii ¢lankd je zapotiebi 87958.% =9,9-10 atomtl
plutonia na jednu sekundu pfi 100 % t¢innosti. Vzhledem k zadané realné
5 % néinnosti potfebujeme 20krat vétsi podet atom, tudiz 1,98-106 atom
plutonia. Jeden atom plutonia 233Pu mé4 hmotnost 3,95-1072° kg. Celkem
je zapotfebi na jednu sekundu 7,8 - 1079 kg, na 15 roku 3,7 kg paliva,
za zjednodusujictho modelového predpokladu neklesajici aktivity zarice.
Ve skutec¢nosti kosmickd sonda Cassini nesla zhruba desetindsobné vétsi
mnozstvi paliva = 40 kg, nebot pouZité plutonium nebylo zcela ¢isté, jeho
koncentrace dosahovala maximalné zhruba 70 %, aktivita zafice s Gasem
klesala, zdroj elektrické energie ztracel roéné 0,8 % kapacity atd.

Clanek naznadil moznosti, jak prostfednictvim motivace ,transformovat
fyzikalni podstatu krasy“ do vyuky fyziky. Jeho cilem bylo seznameni zakt
a uciteltt s vybranymi projevy fyzikalnich zakonitosti na Saturnu, jeho
soustaveé prstencu a mésict. Je na uciteli, které z uvedenych uloh si vybere
a nasledné ve vyuce pouzije.
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Ulohy z termiky
pro fyzikalni olympioniky (2)

PAVEL KABRHEL - IVO VOLF
UK FO, Univerzita Hradec Kralové

Na jedné strané se ¢asto hovoii o tom, ze vyuka fyziky je prilis teo-
retickd, malo navazujici na realny zivot nasich zakt i jejich rodi¢ti a mé
zanedbatelny vztah k Zivotnimu stylu a dalsim pfedmétim ptirodovédného
a technického zaméreni. Problematika zdroju tepla, o niz se v diivéjsich
ucebnicich autofi vzdycky zmirovali, jakoby z dnesnich ucebnich programu
vypadla — na zakladnim stupni vzdélani proto, Ze je tidajné naroc¢na na
matematické pfistupy, a do uciva stfedoskolského se casové a rozsahem
nevejde. Presto se domnivame, Ze zaci pravé v tomto tematickém celku se
dostanou do realnych situaci, které je obklopuji, a tim se soucasné tésné
propojuji jejich teoretické védomosti a praktické aplikace.

Jako zdroje tepla slouzi jednak produkty prirodni aktivity — slunec¢ni
zafeni, voda z gejzird, sopefnd ¢innost, paliva aj, jednak vysledky lid-
ské ¢innosti — rychlovarné konvice, boiler, vafi¢, télesa tistfedniho topeni
aj. Paliva, jako zdroj tepla, mohou byt pevna (uhli, dfevo, brikety, rase-
lina), kapalnd (petrolej, benzin, nafta, topné oleje) i plynné (metan, vodik,
zemni plyn). U paliv je dileZitou charakteristikou spalné teplo nebo vy-
hfevnost H. Pod pojmem vyhfevnost zvazujeme teplo, které je zmenseno
o hodnotu na odstranéni vodni pary z paliva. Rlzna paliva se tedy lisi
pfedevsim vyhfevnosti: napf. vyhfevnost hnédého uhli je 11 az 16 MJ /kg,
benzinu 46 MJ/kg (asi 33 MJ/1). Protoze potfebujeme mit srovnavaci po-
hled na pevné paliva rizného ptuvodu, zavadime nékdy tzv. mérné palivo,
které ma vyhtevnost asi 30 kJ/kg. Horsi palivo m& mensi vyhfevnost,
a tedy tepelné zafizeni bude mit vétsi spotiebu tohoto paliva. Déle je
tfeba znat tepelnou u¢innost zafizeni, v némz se palivo spaluje (napiiklad
u elektraren budeme pocitat s celkovou uéinnosti 36 % az 45 %).

Problém 1: Jaka je spotfeba mérného paliva?

Rizné tepelné elektrarny mohou byt porovnavany podle hmotnosti mér-
ného paliva, které by bylo nutno spotiebovat pfi zajisténi 1 kWh elektrické
prace. Urcete spotiebu mérného paliva.
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Poznamky k vytvoreni modelové situace. Vyhfevnost mérného paliva je
H = 30 MJ/kg, dale zvolime tepelnou téinnost na dolni hranici uvede-
ného intervalu, tj. 36 %. Ke stanoveni hmotnosti mérného paliva nutného
k ziskani 1 kWh elektrické prace pouzijeme rovnice pro urceni tepla

Q = mHn.

Resend. Z rovnosti Q = mHn = 1,0kWh = 3,6 - 10 J stanovime hmotnost
spotfebovaného paliva, m = 333 g = 0,333 kg. Je jasné, ze pfi pouziti
horsiho paliva, nap¥. hnédého uhli o vyhfevnosti 12 MJ/kg ndm pfi stejné
ucinnosti vyjde spotteba asi 830 g/kWh = 0,830 kg/kWh. Naopak s lepsi
technologii spalovani a lepSim ohfevem vody miizeme zvysit ii¢innost na
45 % a pii uziti hnédého uhli ndm vychézi hodnota asi 0,670 kg/kWh.

Problém 2: Denni a ro¢ni spotieba uhli v ¢eské tepelné elektrarné.

Instalovany vykon tepelné elektrarny v Chvaleticich je 800 MW a vyu-
7iv4 méné kvalitni uhli o vyhfevnosti 12 MJ/kg. Kdyby elektrarna ,bézela
na plny vykon“ po cely den, stanovte jednodenni, tydenni a ro¢ni spotifebu
uhli, za prfedpokladu Ze celkova téinnost elektrarny je 36 %.

Pozndmky k vytvoreni modelové situace. Nejprve si vSimneme podminé-
ného tvrzeni ,kdyby elektrarna bézela na plny vykon“. Poté urc¢ime dobu
¢innosti elektrarny za 1 rok, tedy ¢t = 365,25 - 24 h = 8 766 h. Odtud
stanovime celkovou praci, kterou elektrarna poskytla za rok, a potom sta-
novime hledanou spotfebu uhli o dané vyhfevnosti. Jako realnou Gc¢innost
vezmeme 36 %. Stejné provedeme vypocet pro jeden den a jeden tyden.

Regend. Pti spaleni 1,0 kg uhli o vyhfevnosti 12 MJ/kg ziskame do elek-
trické sité praci hodnoty 4,32 MJ = 1,2 kWh. Za 1 den doda chvaletické
elektrarna praci 800 MJ - 24 h = 19 200 MWh. Spotfebu uhli stanovime

19200 - 10° kWh
N 1,2 kWh

-1kg = 16 - 10° kg = 16 000 t.

Pfi nakladu 40 t uhli ve vagdnu to predstavuje spotfebu 400 vagdnt uhli
denné, tydné 2 800 vagdnt a 146 100 vagdnt za rok, proto se také pristou-
pilo k lodni prepravé uhli do chvaletické elektrarny. Plyne z toho také, ze
je lepsi stavét tepelné elektrarny v blizkosti povrchovych dold, kde se tézi
hnédé uhli, protoze transport elektfiny je oproti transportu uhli snazsi,

vvvvv
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Problém 3: Roéni spotfeba tepelné elektrarny.

Stanovte denni, tydenni a ro¢ni spotifebu hnédého uhli polské tepelné
elektrarny Belchatéw, jejiz instalovany vykon je 5 354 MW, véetné nového
energetického bloku o vykonu 858 MW, ktery byl uveden do provozu v roce
2011. Charakteristicky pohled na elektrarnu vidime na obr. 1.

Obr. 1: Tepelnd elektrarna Belchatéw, jeden z nejvétsich producenti oxidu uh-
li¢itého ve stfedni Evropé

Pozndmky k vytvoreni modelové situace. Tepelna elektrarna je postavena
pfimo v blizkosti hnédouhelného dolu, proto pro vypocty zvolime stejné
parametry (vyhfevnost paliva, celkova ¢innost) jako v minulé tloze. Kdyz
vyhledame informace na Wikipedii, ziskame dalsi tdaje — ro¢ni vyroba
elektfiny pfedstavuje asi 27,5 TWh a do atmosféry chrli elektrarna 1,09 kg
oxidu uhlic¢itého ovSem pfi vyrobé 1 kWh.

Reseni. Denni vyroba elektfiny je 5 354 MW - 24 h = 128 496 MWh, coz
predstavuje spotfebu priblizné 107 000 tun hnédého uhli denné neboli asi
2 680 vagdénu. Soucasné se vSak do ovzdusi denné dostane asi 140 000 tun
oxidu uhlic¢itého. Za tyden to piedstavuje asi 18 740 vagoéni uhli a produkci
pres 980 000 tun oxidu uhli¢itého. Rocni spotfeba uhli potom predstavuje
hodnotu priblizné 980 000 vagént hnédého uhli, ale také produkci vice nez
51,1 miliénu tun oxidu uhli¢itého. Podivejme se vSak na realitu — skute¢na
ro¢ni produkce elektfiny je 27,5 TWh =t - 5354 MW, odtud doba ¢innosti
tepelné elektrarny ,na plny vykon“ je pouze 5 136 h rocné, denné to je
asi 14 h, tedy 58,6 %. Uvedené vypoctené hodnoty musime tedy ndsobit
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priblizné 0,6, takze dostaneme pro ro¢ni tidaje spotfebu asi 588 000 vagéni
uhli a pres 30,6 miliénd tun oxidu uhlic¢itého.

Problém 4: Kolik pevného paliva usetii denné (ro¢né) jaderna elektrarna?

Jadernd elektrarna ziskava teplo ochlazovanim reaktort, které se pak
vyuziva k ohfevu vody a ke vzniku prehtaté pary. Jaderna elektrarna Te-
melin m4 instalovany vykon 2 x 1000 MW a koeficient vyuziti asi 79 %,
jaderné elektrarna Dukovany mé instalovany vykon 1 877 MW a koefici-
ent vyuziti asi 85 %. Pomoci spotfebovaného tzv. mérného paliva stanovte
spotfebu tepelné elektrarny, kterd by nahradila obé jaderné elektrarny,
a vyjadiete vysledek i spotfebou hnédého uhli o vyhfevnosti 12 MJ/kg.

Obr. 2: Jaderna elektrarna Temelin

Poznamky k vytvoreni modelové situace. Tento problém muizeme fesit po-
moci kombinace tloh piedchéazejicich. Koeficient vyuziti ndm stanovi, kolik
elektrické prace lze ziskat béhem ro¢ni ¢innosti elektraren. Urcime také, ko-
lik oxidu uhli¢itého by se pii stejné produkci do ovzdusi dostalo z tepelnych
elektraren o stejném vykonu. Podle informaci na internetu muizeme zjistit,
ze v elektrarné Dukovany se vyrobilo v roce 2011 celkem 14 369 GWh,
v Temeliné 13 914 GWh.

Resendt. Ovéfime nejprve redlnost koeficientu vyuziti obou elektraren. Kdy-
by elektrarny mély aktivni produkci po dobu plného roku, tedy 365,25 dne
po 24 h, tj. 8 766 h, potom pifi vykonu 2 000 MW v Temeliné by museli
produkovat celkem 17 532 GWh, koeficient vyuziti je 13914/17532 = 0,79,
pro Dukovany vychézeji hodnoty 16 454 GWh, koeficient pfiblizné 0,87, coz
je ponékud vice nez uvadéna hodnota. Celkova produkce elektfiny v obou
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dvou jadernych elektrarnach predstavuje asi 28 280 GWh = 28,3 TWh. Na
zékladé feSeni problému 1 jsme zjistili, ze na produkci 1 kWh je tfeba
0,333 kg mérného paliva. Protoze celkova roéni produkce obou jadernych
elektraren je 28,3 TWh = 28,3 -10° kWh, byla by spotieba mérného paliva
v tepelné elektrarné asi 9,4 - 10° kg, neboli 9,4 miliént tun. Pokud jde
o produkci oxidu uhli¢itého, v tepelnych elektrarnach pfipada na 1 kWh
asi 1,09 kg CO,. Produkce 28,3 TWh v jadernych elektrarnach predstavuje
skutecnost, Ze se do ovzdusi na rozdil od tepelnych elektraren nedostane
za rok skoro 31 miliond tun tohoto tzv. sklenikového plynu, z néhoz maji
ekologové stale vétsi hriizu.

Problém 5: Spotieba paliva u osobniho automobilu.

Spotfeba paliva se uddvd pomoci objemu benzinu (nafty), ktery by
motor vozidla spotfeboval pfi ujeti vzdéalenosti 100 km, tedy napfiklad
8 litrii/100 km. Zjistéte, jak se méni spotieba paliva u osobniho automo-
bilu, ktery jede po délnici stdlou rychlosti mezi 90 km/h a 130 km/h.

Poznamky k vytvoreni modelové situace. Pohyb osobniho automobilu jako
realného silni¢niho vozidla je velmi slozity, a proto musime tento problém
fesit v modelové situaci. Budeme pfedpokladat, ze automobil pojede po
urcitou dobu stalou rychlosti v, pfi ¢emz na néj pisobi stala tahova sila,
prekonavajici sily odporové (odpor vzduchu a valivy odpor). Po spotiebé
objemu V paliva ziskame teplo Q = VH, kde H je vyhfevnost udavana
v MJ/1. Toto teplo je vyuzito k mechanické praci pouze ¢astecné (zdvisi
na Uéinnosti 7)) a automobil vykond praci W = F's, kde F je celkova
sila nutna k udrzeni rovnomérného pohybu. Pfislusné hodnoty najdeme
ve fyzikalné-technickych tabulkach, pfipadné na internetu.

Reseni. Najdeme nejprve potfebné hodnoty: H = 46 MJ/kg = 34 MJ/I,
velikost sily valivého odporu je F' = &mg/r, £ pro pohyb pryZzové pneu-
matiky po asfaltu je 0,001 6 m, hmotnost automobilu vezmeme 1 200 kg,
velikost tihového zrychleni 9,80 m/s?, polomér pneumatiky asi 0,30 m.
Odtud velikost sily valivého odporu je pfiblizné 63 N a nezavisi dle vyse
uvedeného vztahu na rychlosti pohybu vozidla (coz bude zase jeden z pfed-
pokladti v nasem modelu). Sila spojena s pfekondvanim odporu prostiedi
se stanovi F' = %CS 0v?, kde tvarovy soudinitel C' zvolime podle tabular-
nich hodnot 0,36, obsah priéného kolmého celntho fezu S urcéime podle
line4rnich rozméri vozidla (3itka 1,6 m, vyska 1,5 m) asi 2,4 m?, hustotu
vzduchu ¢ = 1,25 kg/m3, takze vztah pro velikost odporové sily napiseme
F =kv?, kde k = %CSQ, k = 0,54 N - s /m?. Velikost odporové sily bude
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potom zavisla jen na rychlosti pohybu vozidla oproti nehybnému vzduchu,
neboli zavisejici na vzajemné rychlosti pohybu vozidla a proudéni vzduchu
ve smeéru ¢i proti sméru pohybu automobilu. Jednotlivé rychlosti zvolime
25 m/s a 36 m/s. Sila, jiz pusobi vzduch na automobil, je potom rovna
338 N a 700 N, sily nutné k udrzeni pohybu vozidla stalou rychlosti jsou
priblizné 400 N a 763 N. Mechanicka prace ziskana motorem pfi i¢innosti
22 % na zdkladé spotfeby objemu V paliva je W = nVH, ale soucasné
W = F's, kde za drahu, po niz by stéala sila ptsobila, zvolime 100 km.
Vykonana mechanickd prace bude v krajnich pfipadech rovna 40 MJ a
76,3 MJ. Musime zajistit teplo 182 MJ, 347 MJ, ¢emuz odpovida spotieba
5,4 litru/100 km, pii vétsi rychlosti 10,2 litru/100 km. Zatimco rychlost se
zvysila 1,44 krat (a doba nutné k dosazeni urcité vzdélenosti se 1,44 krat
snizila), spotfeba paliva se zvysila 1,9 krat. Lze Tici, ze rychlost se zvysila
o necelou polovinu (a doba jizdy se zkratila asi o tfetinu), spotfeba se vSak
zvysila na dvojnésobek. Majitel vozidla pak musi svou volbu ptizpiisobit
okolnostem, zda mu zvysené naklady stoji za to.

Problém 6: Jak lze snizit spotfebu paliva pii jizdé automobilu?

Majitel vozidla se snazi zmensit ekonomické naroky na jeho provoz.

Vymezte podminky a stanovte, jak se mu to mize podarit. Prostudujte si
feseni Problému 5 a uvazte, které hodnoty se daji jednoduchym zpfisobem
snizit.
Poznamky k vytvoreni modelové situace. Snizit hodnotu sily, prekonava-
jici valivy odpor, je mozno volbou jiné pneumatiky, pfipadné jiné vozovky
(oboji je mélo realné), dale zvétsenim praméru pneumatiky (coz narusi de-
sign vozidla a prodrazi vyrobu) a nakonec zmenSenim hmotnosti vozidla,
coz ma zase urcitd omezeni, spojena s jizdnimi vlastnostmi. Nebudeme se
proto o snizeni této sily snazit. Ponechdme-li obé krajni rychlosti stejné,
miuZeme snizovat jen hodnotu k = %CSQ, tedy zmensovat obsah pri¢ného
fezu (z0zit vozidlo ¢i zmensit jeho vysku) nebo snizit hodnotu odporového
soudinitele — jsou jiz znama vozidla, u kterych je C = 0,29, tedy o 20 %
nizsi, coz vede ke snizeni odporové sily. Dalsi cestou je zvySeni mecha-
nické i tepelné Ucinnosti vozidla z 22 % na 25 %, tedy zvyseni tahové sily
a uzite¢né mechanické prace, kterd se vyuzije pro pohon vozidla.

Reseni. Ponechdme tedy silu valivého odporu na hodnoté 63 N, odporova
sila zptisobend vzduchem pfi pohybu vozidla se snizi o 20 %, tedy na hod-
noty 270 N, 560 N, celkova sila nutnd pro udrzeni pohybu vozidla bude
333 N a 623 N, prace pri jizdé po draze 100 km nam vychazi 33,3 MJ
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(snizeni na 0,83 ptivodni hodnoty), 62,3 MJ (sniZeni na 0,82 piivodni hod-
noty). ZvySeni Géinnosti motoru vozidla z 22 % na 25 % znamena sniZzeni
spotfeby na hodnotu 0,88 ptvodni hodnoty. Budeme-li pocitat s priamér-
nou hodnotou 82,5 %, vyjde nam 72,6 %, a tedy celkové sniZeni spotfeby
paliva vychazi pro nizsi hodnotu rychlosti asi 3,9 litru na 100 km, pro vétsi
hodnotu rychlosti 7,4 litru/100 km.

Problém 7: Pro¢ je v Ceské republice tolik tepelngch elektraren?

V Ceské republice se vyskytuji elektrarny rizného druhu — tepelné,
vodni, vétrné, jaderné atd., které maji rtizny vliv na znecistovani Zivot-
niho prostiedi. Pro¢ nevystacime tieba s vodnimi elektrarnami? Odhad-
néte, jak ekologicky nevyhodnd je naptiklad nepfili§ vykonna elektrarna
v Opatovicich nad Labem, jejiz vykon na vystupu je 363 MW a rocné
vyrobi 2 116 GWh, poté urcete parametry hydroelektrarny s objemovym
tokem 50 m?/s pti ti¢innosti 80 %, ktera by ji mohla nahradit.

Obr. 3: Tepelna elektrarna Opatovice nad Labem

Pozndmky k vytvoreni modelové situace. Nejprve stanovime stredni dobu,
po kterou vyrabi elektrarna ro¢né na plny vykon:
2116 000 MWh
363 MW

tedy vyuZitelnost elektrarny na plny vykon je 66,5 %. ProtoZe mé elek-
trarna Opatovice oproti Chvaleticim instalovany vykon asi polovi¢ni, bude

= 5830,

Matematika — fyzika — informatika 23 2014 47



asi také spotfeba uhli i zatizeni ovzdusi poloviéni. Jestlize elektricka prace
této elektrarny predstavuje 2 116 GWh, potom elektrarna dosahuje stred-
niho dlouhodobého vykonu jen 241 MW.

Resend. Jestlize elektricks prace této elektrarny piedstavuje 2 116 GWh,
pak tato elektrarna dosahuje stfedniho dlouhodobého vykonu jen 241 MW.
Pf#i objemovém toku 50 m3/s je hmotnostni tok 50 000 kg/s, poté vykon
hydroelektrarny o vyskovém rozdilu jen 1 m bude

P =50000-9,8-0,8W,

tedy pouze 392 kW. K dosazeni piislusného vykonu by musela byt posta-
vena prehradni hraz o vysce h = 615 m. Takto vysokych pfehradnich hrazi
nelze v horni ¢asti nasich fek dosdhnout.
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Ako funguje hard disk

PETER KOLLAR - MARIAN KIRES
Prirodovedecka fakulta UPJS, Kosice, Slovensko

Digitalne technoldgie nadchynaju takmer kazdého z nas svojimi moznos-
tami, pouzivatelskym komfortom, dostupnostou a neustéle napredujicou
technickou vyspelostou. Ich funkénost je zalozend na fyzikdlnych princi-
poch, ktoré ostavaji pred beznym pouzivatelom éastokrat neodkryté. Ako
rozpoznava display pohyb prstov? Ako akumuldtor uskladnuje elektricka
energiu potrebnu pre napéajanie daného zariadenia? Ako si paméitové média
uchovavaji zaznamenané informéacie?

V snahe zvysit zdujem o fyzikdlne vzdeldvanie sa ako jedna z ciest
ukazuje prezentacia a priblizenie zakladnych fyzikalnych principov zaria-
deni, pricom jednym z nich je aj hard disk. Pripravili sme nazorna ukazku
principu zdznamu, snimania a uchovavania digitalnej informécie pomocou
magnetického zdznamu. Experiment je mozné realizovat ako interaktivnu
demonstriciu riadent vyuéujicim [1], alebo ako ziacke riadené badanie [2].

Magnetizmus v hard disku

Hard diskom nazyvame zariadenie na zaznamenavanie a uchovavanie
dat, ktoré v stave uchovéavania informécie nepotrebuje prijimat energiu
zvonku. Princip zaznamendvania dat je zalozeny na existencii dlhodobo
stabilného remanentného stavu magnetickych materidlov. Histéria hard
disku sa zacala pisat v roku 1956 ked prvy hard disk bol vyvinuty vo
firme IBM mal kapacitu 3,75 MB (megabajtov), ktord dosahuje v dnes uZ
beznych hard diskoch 1 TB (terabajt). V hard diskoch sa zaznamendva

informécia v bindrnom kdde, teda zariadenie M
si pamita len sled logickych nul a jednotiek.
Vyznamnou vlastnostou fero- a ferimagne- My
tickych materidlov je skutoc¢nost, Ze ich mag-
netizacia M nie je jednoznacnou funkciou 0| ) He H
magnetického pola, ale zavisi od intenzity mag- -Mg
netického pola podla funkcie nazyvanej hyste-
rézna slucka (obr. 1). Obr. 1: Hysterézna slucka

Po aplikovani relativne intenzivneho magnetického pola a jeho nésled-
nom vypnuti si latka zachovd remanentnti magnetizaciu Mg, teda stane
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sa zdrojom trvalého magnetického pola (stane sa permanentnym mag-
netom). Ak bola latka vystavend 0¢inku magnetického pola v opa¢nom
smere, tak po jeho vypnuti ostane zmagnetovana na hodnotu magneti-
zécie Mg. Tymto dvom z éasového hladiska stabilnym stavom, mozeme
priradit v bindrnej ststave hodnoty 0 alebo 1 napr. tak, Ze remanentnej
magnetizacii My priradime hodnotu 1 a —Mpy hodnotu 0.

Z uvedeného vyplyva, ze magneticky materidl sa dokaZze spravat ako
pamétové médium. Veli¢ina H, sa nazyva koercivita a predstavuje odolnost
materiadlu voci strate informécie pod vplyvom neziaduceho magnetického
pola, ktord ma v skuto¢nych hard diskoch (obr. 2) dosahovat primerane
vysoké hodnoty.

Obr. 2: Pohlad na hard disk diskovej jednotky

7 hladiska principu ¢innosti hard disku je potrebné vediet, Ze samotny
magneticky material je v tenuckej vrstve naneseny na magneticky neaktiv-
nej (najcastejsie hlinikovej alebo sklenenej podlozke). Magneticky aktivna
vrstva je dalej pokrytd ochrannou vrstvou uhlika.

Magneticky material (obvykle oxidy Zeleza, alebo kobaltu hribky 10 nm
a7z 20 nm) vykazuje anizotropiu, vdaka ktorej lahky smer magnetizacie
je kolmy na smer povrchu kruhovej platne. Zmenu stavu magnetického
materidlu mozno vykonat magnetickym polom, ktorého zdrojom je malické
cievka tesne nad povrchom feromagnetika (obr. 3).

Obr. 3: Pohlad zadznamovi a éitaciu hlavu hard diskovej jednotky
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Citanie informéacie sa vykondva pomocou hlavy v ktorej sa nachadza
prvok, ktorého odpor je citlivy na magnetické pole na zéklade javu mag-
netorezistencie.

Ziznam informacie v bindrnom kéde

Vsetky informéacie st na hard disku zaznamenané v binarnom kdde.
Tab. 1 ilustruje sposob zapisu ¢isel dekadickej sustavy 0 az 15 pomocou
Styroch tidajov v binarnej stustave.

éislo éislo éislo éislo

v binarnej v dekadickej v binarnej v dekadickej
sustave sustave sustave sustave

23| 22 | 21 | 20| 10! 100 | 23 | 22 | 21 | 20 | 10! 10°
00010 0 0 1 0|00 0 8
0[010 1 0 1 1 0|0 1 0 9
010 1 0 0 2 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 3 1 0 1 1 1 1
0 1 010 0 4 1 1 00 1 2
0 1 0 1 0 5 1 1 0 1 1 3
0 1 1 0 0 6 1 1 1 0 1 4
0 1 1 1 0 7 1 1 1 1 1 5

Tab. 1: Cisla v binarnej a dekadickej sustave.

Udaje v binarnej ststave st zaznamenané pomocou maljch magnetic-
kych buniek nanometrickych rozmerov v lokalitdch povrchu disku (obr. 4).
Kazd4 z tychto buniek moze byt priefne zmagnetovana bud nahor (hod-
nota 1) alebo nadol (hodnota 0).

zaznamova / snimacia hlava

magneticky

ALV ATV ATV AV AV matera

| podlozka

Obr. 4: PrieCny zaznam informécie

Demonstrujeme magneticky zaznam

Zaznam binarnej informdcie mdzeme demonstrovat modelom magnetic-
kej vrstvy hard disku vytvorenym stistavou Styroch klincov. Klince zatl-
¢ené do drevenej dosticky predstavuji styri paméfové bunky s radom 22,
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22, 21 20 pesiice informéciu o éisle v bindrnej ststave. Vzdialenost klincov
je volend tak, aby sme na jednotlivé klince Tahko nasunuli cievku (napr. zo
skolského rozkladného transformétora). Klince s zhotovené s ocele, ktora
z magnetického hladiska predstavuje magneticky material s nie prili§ vyso-
kou koercivitou, takZze ho bude mo?né premagnetovat pomocou relativne
nizkeho magnetického pola. Pre nastavenie remanentného stavu pamiito-
vej bunky — klinca — pouzijeme cievku s 900 zavitmi napajand zo zdroja
jednosmerného napitia 30 V/10 A cez komutéator (obr. 5).

=~

Obr. 5: Schéma zapojenia napajania magnetizacnej cievky

Pri zépise informécie cievku nasunieme na klinec a na kratku chvilu
zapneme komutator do jednej z krajnych poloh. Komutatorom zopnuty
prislusny smer pradu cez cievku, vytvori magnetické pole zelanej orienté-
cie, zodpovedajtce napr. stavu 1. Po vypnuti magnetického pola pamétova
bunka ostane v remanentnom stave odpovedajicom ¢islu 1.

Po vypnuti komutatora cievku postupne presunieme na dalsie pamétové
bunky (klince) a zapiSeme Zzeland informéciu. Ak je komutator v druhej
krajnej polohe, zmenili sme smer pradu v cievke a tym aj smer magnetic-
kého pola produkovaného cievkou. Magnetizéciou klinca pri tejto polohe
komutéatora dosiahneme stav 0.

Dbéme na to, aby sme pocas experimentu nemenili zvisli orientaciu
cievky.

Informéciu zapisant v pamétovych bunkéich precitame teslametrom s axi-
alnou sondou, ktorti postupne pritla¢ime na hlavicky jednotlivych klincov.
Kladna hodnota remanentnej magnetizacie odpoveda ¢islu 1 a zaporna
¢islu 0. Na absolitnej hodnote magnetizacie pri digitdlnom zazname a
snimani informécie nezalezi. V 8kolskej praxi je vhodné pouzif aj sondy
magnetického pola pripojené na niektory zo systémov pre poéitacom pod-
porované meranie (CoachLab II, ISES, Vernier a pod.). Pohlad na nami
zostrojeni experimentalnu zostavu je na obr. 6.

Na overenie pochopenia fyzikalneho principu uvedeného zariadenia je
vhodné pripravit aj dalsiu drevent dosticku s klincami, ktoré boli vopred
zmagnetované pre zapis vybraného ¢isla. Ulohou studentov je ozrejmif
experimentalnu zostavu, princip jej ¢innosti a meranim uréitf hodnotu za-
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pisaného éisla. O trvacnosti zépisu sa lahko presvedéime na niektorej z na-
sledujtcich hodin premeranim magnetizacie klincov.

o« I

A ‘.'

Obr. 6: Pohlad na experimentalnu zostavu

Zaver

Mame v praxi overené, ze opisany demonstraény experiment predvad-
zany ucitelom je mozné viest ako interaktivnu demonstriciu vyuzivajic
prvotné poznatky studentov gymnézia z magnetizmu, priCom postacuje
aroven informacii ako je uvedené v ¢asti 1. Pri praci viacerych skupin po-
stacuje vybavenie: zdroj napétia, komutator, cievka doska s klincami a pre-
pojovacie vodi¢e. Studenti v skupinach po troch zostavia experimentalnu
aparaturu, prediskutuji navzajom jej princip a zmagnetizuj klince na jed-
nej doske. Pouzitim magnetickej sondy (postupne koluje medzi skupinami)
v zaverenej faze cvifenia overia spravnost svojho postupu a prezentuju
svoj magneticky zdznam spoluziakom.
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INFORMATIKA

Témér dokonald Sifra

PETR VOBORNIK

Prirodovédecka fakulta, Univerzita Hradec Kralové

Princip dokonalé Sifry je znam jiz témér celé stoleti. Podminky, které
musi byt pfi jejim pouzivani dodrzeny, vsak praktické nasazeni stale kom-
plikuji. Sifra je tedy vhodna tam, kde se vyzaduje extrémné vysoké utajeni
a kde nevadi mimotfadné vysoké naklady spojené s vyrobou a distribuci
klica. [1]

V tomto ¢lanku shrneme princip dokonalé Sifry a na jeho zdkladé se
s vyuzitim modernich hashovacich algoritmti pokusime navrhnout jednu
z moznych modifikaci prace s kli¢i tak, aby byly odstranény zasadni faktory
znemoznujici praktické pouzivani sifry.

Zakladni pojmy

V nésledujicim textu budou pouzivany zndmé vyrazy, které ovsem mo-
hou mit v riznych kontextech rizné vyznamy. Upfesnéme si tedy, co je
pod jejich oznacenim minéno zde. Ostatni pojmy budou vysvétleny pfimo
v ¢lanku.

Data — zdrojova data, ktera jsou tfeba ochranit Sifrovanim pred jejich
prectenim a zneuzitim tfetimi osobami.

Zprava — je soubor informaci zasilanych mezi dvéma komunikujicimi stra-
nami. Sklada se z dat (zasifrovanych) a dalsich adaj, jako jsou iden-
tifikdtor odesilatele, urceni pfijemce, datum a ¢as odeslani, apod.

Kli¢ — tajna sada dat, s jejichZ pomoci budou vypocetni operaci zdrojova
data Sifrovana a nasledné desifrovana.
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Heslo - slovo, fraze nebo kombinace znaku, které umoznuje zasifrovana
data desSifrovat a naopak. Tzn. heslo se bud pouzije pfimo jako Kkli€,
nebo se kli¢ vygeneruje na jeho zékladé, coz bude i pripad tohoto
¢lanku.

Dokonali Sifra

Roku 1917 American Gilbert Sandford Vernam (1890-1960) zkonstru-
oval zajimavy Sifrovaci systém. Ten vychéazel z Vigenerovy Sifry z roku
1586 [2], ovSem obsahoval nékolik zdsadnich zmén udajné inspirovanych
némeckym kryptologem Hermannem z roku 1892 [3]. Systém byl zalozeny
na pouziti jednorazového ndhodné vygenerovaného hesla, které ma stejnou
délku jako zprava sama. Fakt, Ze je Vernamova Sifra, zvana téz ,,one-time
pad® (jednorazova tabulka), absolutné bezpeénym (neprolomitelnym) Sif-
rovacim systémem matematicky prokazal v roce 1949 Claude Elwood Shan-
non (1916-2001) [4]. Této dokonalé nerozlustitelnosti $ifry lze dosdhnout
ovSem pouze pri dodrzeni t¥i pfisnych podminek spolehlivosti:

1. Kli¢ musi byt stejné dlouhy jako pfenasend zprava.

2. Kli¢ musi byt dokonale ndhodny.

3. Kli¢ nesmi byt pouzit opakované. [5]

Jsou-li podminky spolehlivosti dodrzeny, je tato Sifra zcela bezpecna
proti jakémukoli pokusu o prolomeni, véetné titoku hrubou silou. Neni-li
totiz znam spravny kli¢, neexistuje zptisob proveditelny ani v libovolné
dlouhém c¢asovém horizontu, jak zpravu rozlustit. Je sice mozné najit ta-
kovy Kkli¢, ktery by dokazal zasifrovana data prevést na srozumitelny text
téze délky, ovSsem takovychto kli¢t lze nalézt tolik, Ze tato data mohou
v podstaté davat smysl libovolny, pficemz nelze odhadnout, kterd z tako-
vychto zprav byla tou odesilanou.

Vernam ve svém nésledném patentu [6] navrhl i jednoduchy ptistroj,
ktery pracoval jiz s 31 znaky — 26 pismen, mezera, znaky navrat voziku
(CR) a posun o fadek (LF) a signaly ,ndasleduji ¢islice* a ,nasleduji pis-
mena“, coz pokryvalo 5 bitti, jez pristroj sifroval ndhodnym klidem pomoci
operace XOR.

Operace XOR

Logicka operace exkluzivni disjunkce, v originale ,exkluzive or®, zkra-
cené XOR se znadi takto: @. Vysledkem je 0, pokud jsou obé vstupni
hodnoty shodné, a 1, jsou-li rozdilné (viz tab. 1).
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Tab. 1: Stavova tabulka hodnot operace XOR

XOR je komutativni operace, tj. nezalezi na poradi jednotlivych hodnot
s nimiz se operace XOR provadi.

(A®B=C)& (BpA=C)

Poznamka: Misto operace XOR lze také pouzit funkci modulo 2 ze souctu
obou hodnot:
(A®B=C)< ((A+B)mod2=0C)
Z vysledku operace XOR lze néasledné dalsi operaci XOR s jednou z vy-
chozich hodnot dopocitat tu druhou.

(A®B=C)& (CHPA=B)< (COB=A4)

Pokud tedy i-ty datovy bit D; zasifrujeme operaci XOR s i-tym bitem
klice K; do zaSifrovaného znéni C;, pak z C; zpétné deSifrujeme vychozi
datovy bit D; opétovnym provedenim operace XOR s i-tym bitem klice K;.

Zasifrovani: D; ® K; = C; Desifrovani: C; & K; = D;

Je-li zaroven kli¢ ndhodny, pak pravdépodobnost, ze K; = 0, je stejnd
jako pravdépodobnost, Ze K; = 1, je rovna 1/2 (tj. 271), ¢ili 50 %. Stejné
tak je tomu i u zaSifrované hodnoty C;. Neni-li tedy znam kli¢ K;, je prav-
dépodobnost ,,uhodnuti“ spravné hodnoty ptresné polovi¢ni. Pro cely znak

skladajici se z 8 bitti (1 byte) je pak za téchto okolnosti pravdépodobnost
uréeni spravného znaku jiz jen 278 (tj. 1/256), ¢ili cca 0,4 %.

Princip Vernamovy Sifry

Témto pismentum A a7z Z se prifadila ¢isla 0 az 25 a pro i-ty znak
utajovanych dat D; s kliGem K; (kli¢ se také sklddal pouze ze znakii této
abecedy) se znak Sifrovanych dat C; uréil nésledujicim zptisobem [2]:

C; = (D; + K;) mod 26
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Desifrovani pak probéhlo opa¢nou operaci:
D; = (26 + C; — K;) mod 26

Naprtiklad slovo ,,AHOJ“ by se s pouzitim ndhodného klice ,SMHZ*
sifrovalo jako je tomu v tab. 2.

Znaky Cisla
Data A|H|O|J o] 7| 14 9
Kli¢ S M H Z 18| 12 71 25
Zasifrovana data S T |V | I| 18| 19| 21 8
Desifrovana data A|H|O|J 0 7| 14 9

Tab. 2: Ukazka postupu Sifrovani znakti pivodni Vernamovou Sirou

Vylepsena verze této Sifry pracuje s binarni reprezentaci dat. Jednotlivé
bity dat prevedenych do binarni podoby jsou Sifrovany operaci XOR s jed-
notlivymi bity klice. Vyhodou byla moznost strojového zpracovani této
Sifry. Vernam ve své dobé pouzival vlastni pfevodni tabulku pro znaky
zékladni abecedy do binarni formy, kterou misto hodnot 0 a 1 oznacoval
znaky + a —. [6] V soucasnosti, kdy jsou data uchovévana a pfendSena
v elektronické formé bith standardné, je situace pro podobny styl sifrovani
jesté daleko jednodussi.

Stejnd data jako v pfedchozim pfipadé by pfi bindrnim kédovani (pro
prevod znakl na bity je pouzita standardni ASCII tabulka znakl) vypa-
dala tak, jak ukazuje tab. 3.

Znaky Bity

Data A|H | o | J|01000001 | 01001000 | 01001111 | 01001010
Kli¢ S| M| H 01010011 | 01001101 | 01001000 | 01011100
Zafifrovana data | 18 | 5 | 7 | 22 | 00010010 | 00000101 | 00000111 | 00010110
DeSifrovana data | 2 | H | o | J | 01000001 | 01001000 | 01001111 | 01001010

Tab. 3: Ukézka Sifrovani dat Vernamovou Sifrou na bindrni Grovni

Zasifrovana data v prikladu jsou uvedena ve formé indexu znaku v AS-
CII tabulce, jelikoz tyto jsou v textovém formatu nezobrazitelné. V tomto
pfipadé by zaroven ndhodny kli¢ nemél vyuzivat pouze byty znakd pis-
men, ale vybirat z celé tabulky vSech 256 znakt, resp. generator klice by
mél pracovat na Grovni biti (ndhodné volit sekvence 0 a 1), a na vysledné
znaky viibec nehledét.
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Dusledky poruseni podminek spolehlivosti

Poruseni podminek spolehlivosti vede k nedostatecné bezpecnosti Sifry a
umoziiuje jeji prolomeni. Konkrétné nedodrzeni kazdé jednotlivé podminky
ma nasledujici dtsledky.

V ptipadé opakovaného pouZiti klice je mozné tento kli¢ snadno urcit
pouze ze znalosti dvou zachycenych zprav Sifrovanych tymz klicem. Plati
totiz nasledujici vztah:

D1, ®K; =Cl; D2;®K; = D2, Cl, ®C2, = D1, & D2,
kde D1, je i-ty znak 1. dat, D2; je i-ty znak 2. dat, K; je i-ty znak klice,
C1; je i-ty znak zaSifrovaného znéni 1. zpravy a C2; je i-ty znak zaSifro-
vaného znéni 2. zpravy. Vysledkem operace XOR dvou zasifrovanych dat
je tedy XOR dvou puvodnich dat. Tim dojde k odstranéni veskeré nadhod-
nosti klice a z vysledku lze jednoduchou statistickou kryptoanalyzou ziskat
oboje ptivodni data a tim padem i kli¢. [7]

K; =Cl; ®D1; = C2; ® D2,

Diky tomu lze nasledné kazdou dalsi zpravu zasifrovanou tymz klicem
desifrovat jiz v redlném case, bez nutnosti dalSich kryptoanalyz. Po prvnim
pouziti kazdého klice je tedy tieba jej cely bezpeéné ,znicit“, jak na strané
pfijemce, tak na strané odesilatele.

Pokud by kli¢ nebyl stejné dlouhy jako prendsSend zprdva, muselo by
dojit k jeho opakovani pro Sifrovani ¢asti dat, které nepokryl. To by mélo
za nasledek tyz efekt jako opakované pouziti klice. V pripadé ze by ttocnik
znal nékterou z ¢asti dat, ziskal by tak zpétnym provedenim operace XOR
¢ast nebo dokonce cely kli¢ a mohl jej pouzit na zbylé ¢asti dat, jez nezna.

Znalost Casti dat ttoénikem je celkem bézny fakt. V dopisech byva
na zacatku obvykle uvedeno ,Dobry den“, ,,Ahoj* apod., na konci zase
podpis odesilatele. Pti posilani binarnich dat je situace jesté jednodussi,
protoze vétsina formatd soubortt mé vlastni hlavicku, ktera je vzdy shodna
(JPEG, ZIP, WAV, DOC, ...) nebo je alespon z koneéné mnoziny moz-
nosti. Struktura dokumentt textovych editort (RTF, XML, HTML, ...)
pak navic opakované obsahuje znamé forméatovaci sekvence znaku, které
se daji frekven¢ni analyzou snadno detekovat.

Predpoklad dokonalé ndhodnosti celého klice stejné jako jeho dosta-
te¢nd délka zarucuje, ze kazdy jednotlivy znak (bit) dat je zaSifrovén zcela
nezavisle na ostatnich znacich. Znalost jakékoli ¢asti dat tedy tutoc¢nikovi
z vypocetniho hlediska neprozradi nic o kterémkoli jiném jemu neznamém
znaku dat ani klice.
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Pro dokonalou bezpecnost Sifry nelze pouzit ani pseudondhodné hod-
noty. Ty jsou totiz generovany dle urcitého algoritmu a jejich vygenero-
vani je tak pfi dodrzeni stejnych podminek zopakovatelné. Data jsou pak
rozlustitelna v koneéném Case, resp. lze nalézt takovy kli¢, ktery prevede
zaSifrovanou zpravu na srozumitelnad data a zarovenn u ného bude mozné
prokazat vztah mezi jeho jednotlivymi ¢astmi nebo k néjaké vychozi hod-
noté (seedu?) a tak identifikovat, kterd z moznych rozlusténi zprav je ta
prava. Pro generovani klice je nejvhodnéjsi uziti fyzikalnich metod, napft.
radioaktivity, o niZ je prokazéno, Ze jeji charakter je skuteéné ndhodny [1].

Kvantova kryptografie

Kvantové kryptografie vyuziva bezpeéného komunika¢niho kanélu (op-
tického vldkna) mezi dvéma komunikujicimi stranami. Pro pfenos jednot-
livych bitd jsou pouZity ve smluveném sméru polarizované fotony. Ty totiz
nelze odposlouchévat jako klasicky elektricky signél, jehoz intenzitu je
mozné zmérit, aniz by byl tok dat naruSen. Foton je dale nedélitelna a
neklonovatelna castice a jakakoli interakce s nim jej zasadné ovlivni. Pii-
padny odposlech lze tedy snadno odhalit [8].

Aby se predeslo zachyceni dat pfipadnym tto¢nikem odposlouchéavaji-
cim komunikaci (tzv. Man in the middle), je nejprve poslan timto kanalem
kli¢, ktery spliiuje pozadavky spolehlivosti na jeho délku a ndhodnost. Po-
kud pfenos kli¢e probéhne v pofadku (nedoslo k jeho odposlechu), jsou
teprve pak odeslana data zasifrovana timto klicem. V opac¢ném pripadé je
kli¢ ,zapomenut“ a zkusi se poslat jiny. Pfenos dat jiz poté ani nemusi
probihat pres zabezpeceny kanal, jelikoz ta jsou bez klice, pri dodrzeni po-
zadavki spolehlivosti, absolutné nedesifrovatelnd [5]. Tento princip pFinasi
moznost zcela bezpecné komunikace, ovSem vyzaduje piimé spojeni ne-
prerusovanym optickym kabelem mezi obéma stranami, coz je podminka
splnitelnd jen v nékterych vyjimecénych pfipadech. P¥i komunikaci pro-
strednictvim vefejné sité internet tedy globalné pouzit nelze.

Jinou moznosti bezpecného prenosu klice je osobni predani datového
média (napf. CD) obsahujiciho data kli¢e pro budouci pouZiti. Podobnym
zptsobem je naptiklad zabezpecena horka linka spojujici prezidenty Ruska

a USA [1].

2Seed je vychozi hodnota generatoru pseudonahodnjch hodnot, v némz je kazda
nasledujici hodnota odvozena od hodnoty pfedchoziho kroku. Pfi zadani téhoz seedu
1ze tudiz zopakovat vygenerovani stejné sady pseudondhodnych hodnot.
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Dlouhy a ndhodny klié

Podminky spolehlivosti zarucuji Siffe nerozlustitelnost, zaroven vsak
také komplikuji jeji uzivani. Konkrétné pozadavek dokonalé nahodnosti
kli¢e znesnadnuje jeho automatické softwarové generovani. Také nutnost,
aby jeho délka byla shodné s délkou Sifrovanych dat, pfinasi (pomineme-li
kvantovou kryptografii) tyz problém, jako pfenos dat samotnych, na ¢em?
se podili i jednordzovost kazdého klice. Muze tedy byt zadouci, byt za
cenu ztraty absolutni neprolomitelnosti Sifry, aby kli¢ resp. heslo mohlo
byt kratsi, ne zcela ndhodné (zapamatovatelné) a opakované pouzitelné.

Jak jiz bylo uvedeno, kli¢ slozeny z pseudondhodnych hodnot nezabrani
v rozlusténi zasifrovanych dat v kone¢ném case. Bude-li vSak tento kli¢
ykvalitné ndhodny“ a zaroven spliiovat ostatni podminky spolehlivosti,
zustane vylou¢ena moznost pouziti jakychkoli vypocetnich a statistickych
kryptoanalyz, s vyjimkou ttoku hrubou silou. Ten muize Gto¢nik naptiklad
pouzit na urfeni kli¢t, které zaSifrovanym datiim (nebo jejich Gastem)
dévaji smysl, a nasledné k hledani souvztaznosti mezi jednotlivymi ¢astmi
kli¢e. Ucinnéjsi formou titoku hrubou silou by pak bylo, v piipadé znalosti
algoritmu generatoru pseudondhodnych hodnot pro klice, urceni vychozi
hodnoty generatoru — seedu, resp. hesla. Bude-li toto dobfe zvoleno, lze
data rozlustit pouze ,uhodnutim hesla“ s pouzitim ,hrubé sily“ a onen
koneény cas rozlusténi dat tak muize byt nerealné dlouhy.

V pripadé, ze budou pro ucely Sifrovani prinosné vyse zminéné vyhody
ohledné hesla (krétké, nendhodné a opakovatelné) a zaroven nebudou ne-
prekonatelnou prekdzkou uvedend omezeni dokonalosti Sifry (pfi ,uhod-
nuti“ hesla budou data desifrovatelnd), pak jiz zbyva jen vytvotit algorit-
mus, ktery z kratkého hesla dokéze opakované vytvorit libovolné dlouhy
kli¢, jenz bude statisticky prokazatelné ndhodny v rovnhomérném rozdéleni.
To znamend, aby vSechny hodnoty v rozsahu bytu (rozsah bytu je 0-255,
tedy 256 (28) moznych hodnot) byly generovany se stejnou pravdépodob-
nosti, resp. generovana sekvence bit byla sama o sobé ndhodna. Popsané
vlastnosti pfimo zapadaji do definice hash funkce a pfi jejim vhodném
uziti lze s jeji pomoci docilit veskerych pozadovanych vlastnosti klice.

Hash

Hash je jednosmérnd (ireverzibilni) vypocetné efektivni funkce mapu-
jici binarni fetézce libovolné délky na fetézce pevné délky, tzv. hash-
hodnoty. Zakladni myslenkou je, Ze hash-hodnota slouzi jako kompaktni
zastupce vstupniho fetézce. Pfi kryptografickém pouziti, je hash funkce H
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zvolena tak, Ze je vypocetné nemozné nalézt dva riuzné vstupy, jejichz
hash-hodnota by byla shodné, (tj. nelze nalézt X a Y takové, aby platilo
(H(X) = H(Y))A(X # Y)), a zaroveil je také vypocéetné nemozné uréit vstup
X pro danou hash-hodnotu Y (tj. H(X) = Y). Pravdépodobnost, Ze n-bitova
hash-hodnota (nap¥. n = 128 nebo 160) ndhodné vybraného fetézce bude
mit konkrétni n-bitovou hash-hodnotu je tedy 27" [7].

Statistické testy ndhodnosti hash-kédu generovaného uzitim algoritmu
SHA-13 dle [9], [10] prokazaly, Ze jim generovana sekvence bitti vyhovuje
ze statistického hlediska podminkam rovnomérného ndhodného rozdéleni.
Jiné hashovani algoritmy (napt¥. MD5, SHA-256, SHA-512, atd. nebo pfi-
pravovany SHA-3 [11]) by samoziejmé dle své definice mély mit tytéz vlast-
nosti, coz je mozné ovérit napiiklad dle postupi uvedenych v [7] pomoci
software popsaného v [9].

Heslo a kli¢, délka klice

Pomoci hash algoritmu lze tedy z libovolného hesla vytvotit kli¢ vy-
hovujici podmince ndhodnosti a neumoznujici zpétny vypocet hesla. Jeho
délka je ovSem predem urcena na konstantni pocet bitt dle konkrétniho
uzitého algoritmu. Zapotiebi je vSak kli¢ mnohem delsi, nez je hash-kdd.
Jednou z moznosti je pouzit jako kli¢ vicetroviiovy hash. V tomto piipadé
by byl hash ptavodniho hesla pouzit na zasifrovani prvniho bloku dat a
nasledné poslouzit jako vstupni hodnota pro vygenerovani nového hash-
kédu (hash 2. trovng). Jim by se opét zasifroval dalsi blok dat a znovu by
z ného byl vygenerovan hash 3. arovné jako kli¢ pro dalsi blok dat a tak
dale, az by byla pokryta celd datova zprava (viz obr. 1).

| Hash 1. drover H Hash 2. drovenr H Hash 3. drover H Hash 4. droverfi ‘

[
| 5 ®  om O & |

—> Tokdat = Hash () XOR

Obr. 1: Schéma sifrovani dat operaci XOR, kde kli¢ tvofi prosty vicetroviiovy
hash hesla

3SHA-1 — Secure Hash Algorithm, vracejici hash-kéd o délce 160 bitii, ktery byl
navrzen institutem NIST pro americké vladni aplikace [7].
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Zamezeni GUtoku pri znalosti ¢asti dat

V uvedeném ptipadé je ovSem utocnik, ktery znéd c¢ast dat, schopen
rozlustit i jejich dal$i neznamé ¢asti. Pokud by naptiklad znal data zasif-
rovana hashem 2. tirovné, stacilo by mu provést operaci XOR mezi témito
a zaSifrovanymi daty a ziskal by ¢ést klice (hash 2. Grovné). Z ného by sice
nedokazal dopocitat hash 1. arovné ani heslo, ovSem mohl by vygenero-
vat hash 3. arovné, z ného pak 4. trovné atd. Diky tomu by byl schopen
desifrovat data od bloku, jehoz obsah znal, ¢i napt. slovnikovym ttokem
odhalil (viz obr. 2).

Heslo

L

Hash 1. droveld % Hash 2. Grovefi Hash 3. Groveni Hash 4. drovefi

Zasifrovana data

] Neroziusténa data [l] Zndmé data [ Rozlusténa data

Obr. 2: Schéma rozlusténi ¢asti dat zaSifrovanych pomoci klice z prostého vice-
urovnového hashe hesla

Jednou z moznosti, jak takovémuto ttoku zabranit, je modifikovat pfed
generovanim hash-kédu kazdé dalsi tirovné vstup hash funkce (pfedchozi
uroveti hashe) zpiisobem, ktery uto¢nik nedokdze zopakovat, ovéem desif-
rovaci proces znaly spravného prvotniho hesla ano. Tato modifikace tedy
musi piimo vychazet a zaviset na tomto heslu. Lze napiiklad k hash-kédu
hesla kazdé urovné pred generovanim hashe dalsi trovné pricist heslo sa-
zkombinovat s jinym hashem. Oba totiz obsahuji pseudondhodné znaky
z celé skdly bytového rozsahu a také maji stejnou délku. Diky tomu lze
opét vyuzit operaci XOR.

Vznikly blok bytd poslouzi pouze jako vstup pro vytvoreni hashe na-
sledujici trovné a sam o sobé nebude nikde pouzit. Pro tento tcel idealné
poslouzi hash hesla 1. trovné, ktery by v tomto pfipadé nemél byt sam
0 sobé pouzit pro Sifrovani zZadného z bloku dat a slouzil pouze pro kom-
binovani s hashi vysgich Grovni (viz obr. 3).
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Zasifrovana data

Obr. 3: Schéma Sifrovani dat pomoci klice z kombinovaného vicetroviiového ha-
she hesla

Pokud tedy utocnik bude znat urcitou cast dat, dokaze sice rozlustit
kli¢, kterym byla tato cast zaSifrovana, ale jiz nedokaze urcit kli¢ pro
nésledujici (a samozfejmé ani pfedchozi) blok dat. K tomu by potfeboval
znat bud hash hesla 1. Grovné nebo zdroj hashe pro kli¢ nésledujiciho
bloku dat. Oba pozadavky by znamenaly urceni reverze hashe, coz je jiz
dle zakladni definice této funkce vypocetné nemozné.

Jediny zpusob, jak neznamé ¢asti dat urcit, je ,,uhodnout® heslo, popii-
padeé jeho hash 1. trovné. Zde jiz zavisi hlavné na ,sile“ zvoleného hesla,
tj. jak dokaze odolat pfed slovnikovym ttokem a itokem hrubou silou. Pro
volbu snadno zapamatovatelnych hesel odolévajicich témto druhiim ttoku
existuje fada postupt (napf. viz [12]).

Heslo delsi nez hash-kéd nemé u jednorazového pouziti smysl, jelikoz
v takovém pripadé se utocnikovi vyplati spiSe urcit 1. hash-kdd tohoto
hesla, nebot heslo samotné k rozlusténi dat nepotiebuje. Pokud by vSak
heslo mélo byt pouzivano opakované, ttoc¢nikovi se vyplati hledat spise

~evs

Jedinecny kli¢ pro kazdou zpravu

Poslednim tskalim je pozadavek na jedinec¢nost klice pro kazdou ko-
munikaci (kazdd data). Pro dosazeni tohoto poZzadavku existuje nékolik
moznosti. Je-li napfiklad soubézné s rychlym datovym potencionalné od-
poslouchédvanym kandlem soustavné otevien i dalsi zabezpedeny, byt tfeba
pomaly kandl, mtze byt pred zaslanim kazdé datové zpravy timto kanalem
zaslano i nové heslo.
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Druhou moznosti je, v pfipadé souvislé komunikace mezi dvéma tucast-
niky, pouzivat stale dalsi a dalsi Grovné puvodniho hesla a nezacinat je
generovat vzdy znovu od zacatku. Kli¢em pro Sifru pak bude neustéale jiny
kli¢. Nevyhodou ovSsem je nezbytnost pamatovat si Groven hashe, na které
komunikace skonéila a nemoznost zapojeni vice tc¢astnikt (pfi architektute
klient—server) do komunikace, aniz by neustédle museli zbyte¢né dopocita-
vat pfislusnou troven hashe dosazenou ostatnimi.

Jinou moznosti je vyuziti faktu, ze na kompletni zménu celého klice
sestavajiciho z moha tirovni hashe staci zména jediného bitu v heslu ¢i ha-
she 1. irovné. Pfi tomto druhu zmény mtize byt jeji popis soucasti zpravy
obsahujici i zaSifrovand data. Muze se jednat napiiklad o dodatecny tex-
tovy fetézec, ktery byl k heslu pri¢ten pred vypoc¢tem hashe prvni Grovné.
Takovyto pridavek hesla se nazyva ,salt“ a je zaroven dobrou pomtckou
proti slovnikovym ttokiim postaveném na predgenerovanych hashovych
slovnicich. Jeho zvefejnéni pritom nijak nesniZuje obtiZznost desifrovani
dat, nebot pro vypodet klice je stile nezbytné znat i ptivodni ¢ast hesla.

Diky saltu je kli¢ pro data pokazdé kompletné jiny a ani pfipadné ur-
¢eni jeho Casti, nebo i klice celého, v nékterém z minulych datovych pre-
nost, nesnizuje zabezpeceni prenosu dat budoucich, aniz by muselo dojit
ke zméné hesla. Je pouze tieba zabezpecit, aby byl salt pokazdé jiny, ¢ehoz
lze napiiklad dosdhnout pomoci generdtoru tzv. GUID hodnot (Globally
Unique IDentifier. Nahodné vygenerovana hodnota se zanedbatelné ma-
lou pravdépodobnosti, ze by nékde nékdy byly vygenerovany dvé stejné
hodnoty).

Zptsobt jak heslo a salt zkombinovat je nespocet. Napriklad, pokud
heslo bude heslo a salt SALT lze pouzit tyto zpisoby:

e hesloSALT
e SALTheslo
e hSeAsL1To
HASH(heslo) @ HASH(SALT)

Dlouhodobé uchovavani saltu

Pokud neni zaruceno, ze pro kazda sifrovana data bude pouzito jiné
heslo, je pro originalitu kazdého kli¢e nezbytné pouzit salt. P¥i komuni-
kaci dvou stran mtze byt salt jednim z pfedavanych parametri zpravy.
V pfipadé pouziti Sifry na dlouhodobé samostatné uchovivané soubory je
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tfeba salt ulozit tak, aby byl pfi potfebé soubor desifrovat kdykoli dohle-
datelny a konkrétnimu souboru pfifaditelny, tedy nejlépe pfimo do tohoto
souboru.

Ani pozice saltu ulozeného v souboru Sifrovanych dat nemusi byt vzdy
stejnd, tim se také dale znesnadnuje prolomeni Sifry. Salt totiz nemusi byt
pridan pouze na zac¢atek nebo konec zasifrovanych dat, ale i na libovolnou
pozici. Je také mozné salt rozdé€lit na jednotlivé byty a ty rizné€ mezi data
rozmistit. Jejich pozice, pfipadné saltu jako celku, i zptisobu rozmisténi by
pak méla byt jednoznacné urcitelna na zékladé hesla, aby ho bylo mozné pii
desifrovani zpétné dohledat a oddélit od dat. Jelikoz by salt mél byt zcela
nahodny, stejné jako zasSifrovana data, nemélo by dojit k jeho identifikaci
a pokusu o dopocitavani hesla.

Kazdopadné nic nebrani pouziti zpétné nevypocitatelného postupu (roz-
misfovani saltu na zakladé hodnot hash-kédu hesla). Také je moZné salt
pred ulozenim k datim zaSifrovat pouze pomoci hashe hesla (ndhodné
bity zasifrované ndhodnymi bity bez klice deSifrovat nelze). V piipadé
uchovani saltu u dat ovSem jiz nejde o Sifru 1 : 1, kdy jeden bit zdrojo-
vych dat je zasifrovan pravé do jednoho bitu zasifrovanych dat, ale o Sifru
1:(1+délka saltu).

Tento postup také komplikuje blokové zpracovani dat. Desifrovaci algo-
ritmus musi nejprve precist salt a az po té s jeho pomoci mize postupné
desifrovat data. Aby tedy nebylo nezbytné dvoji zpracovani dat, je nejvy-
hodnéjsi salt ulozit hned na jejich zacatek (viz obr. 4).

Heslo T Salt

Hash 1. Groven

¥

Salt Zasifrovana data

Obr. 4: Schéma Sifrovani dat se zapojenim saltu

Pri takto ulozeném saltu miize Sifrovani i desifrovani dat probihat ob-
vyklym blokovym i proudovym zpusobem. Zacatek dat, kde je ulozen salt,
ovSem musi byt pfeCten vZdy a nelze tak desifrovat pouze urcité tseky dat
nezévisle na poradi.
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Rychlost

Navrzeny Sifrovaci algoritmus tedy pfimo stavi na specifickém klici, jenz
tvori vicetroviiovy hash, ktery je navic v kazdé tirovni znovu kombinovan
s hashem 1. trovné. Vypocet hashe neni samoziejmé trividlni vypocetni
operaci, ale komplikovanym algoritmem, ktery zabira uréity vypocetni cas.
Je tedy zfejmé, zZe na rychlosti, ¢i spiSe pomalosti Sifry, bude mit nevétsi
podil pravé vypocet tohoto klice. Jelikoz Sifra dokéaze pracovat s libovolnym
hashovacim algoritmem, pokusili jsme se pro ni zvolit ten nejrychlejsi.

Za timto uéelem, bylo provedeno nasledujici srovnani (tab. 4). V ném
byly pomoci jednotlivych hashovacich algoritmt (fadky tabulky) vyse uve-
denou metodou vypocteny vicedroviiové kli¢e danych délek (sloupce ta-
bulky). Pokus byl opakovan vzdy tfikrat a vysledny pramér (buiiky ta-
bulky) je ¢as potfebny na vypocet kazdého klice vyjadieny v milisekun-
dé4ch. Zékladni vlastnost hash-kédu (ireverzibilita a ndhodnost) byla jiz
brana jako dale netestovana samoziejmost.

Meéfeni bylo provadéno za identickych podminek, tj. na stejném pocitaci
pri tychz bézicich procesech. Parametry testovaciho stoje byly tyto: CPU
2,5 GHz, RAM 4GB, HDD 7 200 RPM, OS Windows 7 64bit. Pro vypo-
¢et klice byly pouzity algoritmy integrované v programovacim prostiedi
Microsoft. NET Framework 4.0, jazyk C#, ve kterém byl implementovan i
nasledné testovany sifrovaci algoritmus.

1MB 2MB 3MB SMB| 10MB| 20MB| 30MB| 50MB| 100 MB
MD3 519 1034 1539 2532 5060| 10084 | 15105| 25206| 50313
SHA-1 430 842 1272 2098 4216 8410 12 613 21016 42 006
SHA-256 291 560 890 1406 2820 5682 8648| 14 168| 2B 523
SHA-384 295 560 862 1368 2757 5549 8225| 13734 27379
SHA-512 211 420 655 1046 2083 4221 6309 10496 20874

Tab. 4: Porovnani rychlosti vypo¢tt [ms] vicetroviiového hashe dané délky jed-
notlivymi algoritmy

7 porovnani v tab. 4 plyne, ze nejrychlejsim z testovanych hashovacich
algoritmu je SHA-512. Ten byl tedy nésledné pouzit i pro test srovnéani
rychlosti tohoto a jiz existujicich Sifrovacich algoritmt (tab. 5). Porovnani
bylo provedeno podobnym testem a za stejnych podminek jako srovnani
rychlosti hashovacich algoritmi. Tentokrat ovsem jiz neslo pouze o vypocet
hodnot v ramci paméti pocitace, ale zdrojova data byla ¢tena ze souboru
na pevném disku a vysledna zaSifrovand data na disk znovu ukladana. Data
byla nacitana, zpracovana a ukladana proudové, po blocich o velikosti 5 kB.
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1 MB 2MB 3MB SMB| 10MB| 20MB| 30MB|, S50MB| 100 MB
AES 28 54 79 133 264 531 818 1263 2797
DES 35 68 101 172 340 703 1030 1709 3476
RC2 52 101 153 252 501 1012 1523 2547 5114
Rijndael 71 148 211 357 123 1452 2147 3581 7557
TripleDES 82 160 264 406 795 1620 2403| 4013 8 300
Testovana Sifra 270 518 785 1285 2590 5113| 7703| 12 764| 25825

Tab. 5: Porovnani rychlosti Sifrovani [ms] datovych soubord dané velikosti jed-
notlivymi algoritmy

Porovnani v tab. 5 a na obr. 5 ukazuje, Ze navrzeny Sifrovaci algo-
ritmus je oproti ostatnim vyrazné pomalejsi. Zhruba 81 % tohoto ¢asu
ovSem zabird vypocet kli¢e, byt nejrychlejsim z testovanych hashovacich
algoritmt SHA-512. Pouzitim rychlejsiho hashovaciho algoritmu by tedy
mohlo dojit i k vyraznému zrychleni této Sifry. Tuto vlastnost by mohl
prinést pfipravovany hashovani algoritmus SHA-3 (Soutéz o SHA-3 viz
http://csrc.nist.gov/groups/ST/hash/sha-3/).

3,0 4

—+Testovana
sifra

#=-Hash
SHA-512
—TripleDES
Rijndael

—#=R{2

—DES

Cas potfebny na zafifrovini dat |s|

-~ AES

o0

Velikost datového souboru [MB]

Obr. 5: Graf porovnani rychlosti Sifrovani datovych souborti dané velikosti jed-
notlivymi algoritmy. Zahrnuta je i rychlost generovani klice pomoci hashovaciho
algoritmu SHA-512.

Rychlost sifrovani tedy limituje pouziti pti klasickém Sifrovani v real-
ném case, napiiklad pfi on-line komunikaci dvou stran, kde je rychlost
spojeni jednim z hlavnich parametrt. Jeji vyuziti by tak mohlo byt spise
v pfipadech, kdy ma aroven zabezpeceni vyssi prioritu, nezli ¢as potfebny
na zaSifrovani.
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ZAvér

V ¢lanku byl shrnut ptvodni princip Vernamovy dokonalé Sifry a na
jejim zakladé navrzena modifikace prace s klici, jejichz sprava zatim velmi
komplikuje jeji praktické vyuziti. Pfi kombinaci s modernimi hashovymi
algoritmy lze sSifrovat data pomoci matematicky prokazatelné zpétné nevy-
pocitatelnych postupt a ptfitom i opakované pouzivat ,,jednoducha® hesla.
Sila sifry je pak vzdy pfimo timérna sile zvoleného hesla.

Implementace uvedeného postupu je pritom programové velmi snadna.
Rychlost Sifrovani a deSifrovani dat nejvice zavisi na rychlosti vypoctu
hash-kédu, tedy na zvolené hash funkci. Pfipravovana funkce SHA-3 pri-
tom slibuje mnohem rychlejsi vypocet a zaroven i vyssi bezpecnost nez ty
stavajici, byt dosud neprolomené [11].

Navrzenou Sifru lze, diky své stavajici nizsi rychlosti, pouzivat pro
ochranu prenosu dat pres verejnou sif internet zatim pouze v pripadech,
kdy nevadi zpomaleni potfebné pro Sifrovani dat. V pfipadé sifrovani ar-
chivli a souborti pro dlouhodobou tischovu, kde je obvykle pfednéjsi jejich
bezpecnost pred Casem potfebnym na zasifrovani, muze tato Sifra nalézt
své uplatnéni jiz nyni.
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Simulace elektronickych obvodi
programem Multisim a moznosti
vyuziti jeho specialnich funkci
vhodnych pro vyuku

PETR MICHALIK — PAVEL BENAJTR

Fakulta pedagogicka, ZapadocCeska univerzita, Plzen

Simula¢ni programy patii mezi moderni vyukové prostiedky. Jednim
z jejich pfedstaviteli je program Multisim, ktery vytvorila mezinarodni
spolecnost National Instruments. Spole¢nost je zaméfena na vyzkum i vy-
voj mérici a Fidici techniky. Na rozdil od velké vétSiny jinych vyrobci neni
zaméfena pouze na firemni oblast. Zajistuje podporu pro skoly v podobé
seminaft i jinych aktivit, napi. soutéze a veletrhy. Uvedeny simula¢ni pro-
gram je urcen pro simulaci a navrh elektronickych obvodu. Vyuzivaji jej
nejen profesionalni firmy, ale také velmi casto odborné skoly a univerzity,
napi. na Pedagogické fakulté ZCU v Plzni. Vzhledem k nékolikaletym zku-
Senostem s uvedenym simula¢nim programem na Pedagogické fakulté, 1ze
zhodnotit vysledky simulaci jako velmi dobré v porovnani s redlnym mé-
fenim v laboratofi.
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Pro vyukové tcely obsahuje Multisim mnozstvi rozsifeni, kterd mohou
byt vyuzita pfi simulaci elektronickych obvodu. Tato rozsifeni je mozné
oznacit za funkce simula¢niho programu vhodné pro vyuku. Pfed samot-
nym vybérem funkci, které by mohly byt oznaceny za ,,vhodné pro vy-
uku“, je vhodné sestavit zobecnénou definici. Prostfednictvim definice
bude mozné lépe zhodnotit jednotlivé funkce simula¢niho programu z edu-
kac¢niho hlediska. U kazdé z nich vznikne popis vlastnosti, zptisob pouziti,
cile a ocekdvané vystupy. Rozsah vyuziti funkci ve vyuce mtze byt roz-
sahly. Navrhem mozného vyuziti funkce ve zvoleném prikladu bude mozné
ziskat lepsi predstavu o vyuziti téchto funkci.

Definice funkci simula¢niho programu vhodnych pro vyuku

Vybrat funkce, které by byly jednoznacné vhodné pro vyuku, je ob-
tizné. Mnozstvi funkei nebo jejich modifikace, které jsou bézné vyuzivany,
by mohlo byt rovnéz povazovano za vyukové funkce. V mnoha pripadech
Ize s ispéchem vyuzit i takové, které nejsou jednoznacné vhodné pro vy-
uku. Jejich pouzitim je mozné nakonec dosdhnout obdobnych vysledki
v porovnani s tzv. vyukovymi funkcemi. Aby bylo moZné rozlisit, o jaky
typ se jednd, je nutné sestavit popis v podobé definice. S vyuzitim definice
bude néasledné mozné vytvorit priklady pro vyuku, které v zavislosti na
zvolené funkci ,,vhodné pro vyuku“ dosdhnou ocekévanych vysledk.

Rozdélime si k tomu tcelu funkce simula¢niho programu do nékolika
skupin. Do prvni skupiny budou patfit zakladni funkce, které umoznuji
realizaci obvodového zapojeni a naslednou simulaci bez ohledu na vyukovy
proces. Tato skupina netvofi pro nas v tomto ¢lanku zdjmovou skupinu.

Druhé skupina sdruzuje funkce simula¢niho programu, které lze po pri-
padné modifikaci vyuzit jako vyukové z hlediska zjednoduseni probiraného
vyukového tématu. Napi. pokud bychom chtéli studenty sezndmit pouze
s konkrétnimi ¢astmi elektronického zapojeni nebo jeho vystupy, je vhodné
vyuzit funkce, které umozni zvolit rozsah probirané latky. MiZeme na-
sledné vyuku upravit na pozadovanou troven, od uplnych zaklad az po
celkové porozuméni zapojeného elektronického obvodu. Tyto funkce by
bylo mozné definovat dle nasledujicitho popisu. ,,Funkce simula¢niho pro-
gramu, které usnadnuji a pomahaji s tvorbou elektronického obvodu. Jsou
vyuzivany predevsim studenty, pfipadné vyucujicim pro vstupni nastaveni
parametri nebo sestaveni obvodu.“ Do této kategorie lze zaradit vyuziti
idealnich soucastek, tvorbu subobvodi a hierarchickych funkénich bloki,
kontrolu zapojeného obvodu a prtivodce vytvoreni zadaného obvodu.
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Treti skupina funkci zahrnuje funkce simula¢niho programu, které mo-
hou slouzit k prohloubeni znalosti studenta a jejich testovani. U student,
ktefi se s témito funkcemi setkaji, je vyzadovana urcitd troven znalosti.
Pred vyuzitim téchto funkci je potifebné pfiprava na vyuku, kdy vyucu-
jici vybere zapojeni obvodu a pripravi vhodné vstupnimi parametry. Tyto
funkce by bylo mozné definovat dle nasledujiciho popisu. ,, Funkce simulac-
niho programu, které prohlubuji a ovéfuji znalosti studenta. Pro jejich po-
uziti je dulezita priprava vyucujiciho na vyuku, ktery zvoli vhodné vyuziti
funkce v konkrétnim piipadé.“ Do této kategorie lze zafadit napt. funkce
zadavani chyb simula¢nich modelt konkrétnich soucastek nebo uzamdceni a
znepristupnéni nékterych pristroji a funkci. K této definici by bylo mozné
prifadit také nékolik typt analyz elektronického obvodu.

Charakteristika funkci simula¢niho programu vhodnych pro
vyuku

Idedlni soucastky jsou modely redlnych soucastek, které zahrnuji pouze
charakteristické parametry bez ohledu na parazitni parametry soucastky.
Napr. idealni rezistor zahrnuje charakteristicky parametr rezistenci, model
realného rezistoru obsahuje navic indukénost pfivodi a parazitni kapacitu.
Vyuziti modelt idedlnich soucéastek je pro vyukové tcely velmi vhodné,
nebot, jak je znamo, zjednoduSenim modelu lze dosdhnout efektivnéjsim
zplisobem stanovenych vyukovych cilt. Jejich vyuziti ve vyuce je vhodné
zejména u elektronickych obvodu s dirazem na jejich porozumeéni. Ziskané
vysledky z téchto simulaci s velkou presnosti odpovidaji predpokladanym
vysledkim a zjednodusenym matematickym vypoctim. U téchto soucas-
tek a v zavislosti na jejich typu, lze nastavit velké mnozstvi parametri,
které ovliviiuji vysledné chovéani zapojeného obvodu. V simula¢nim pro-
gramu jsou pojmenovany jako virtudlni soucastky. Na obr. 1 je pfiklad
s vyuzitim virtualnich soucastek bipolarniho tranzistoru NPN a zarovky
zapojené v kolektorovém obvodu. Studenti se zde mohou seznamit s prin-
cipem bipolarniho tranzistoru a ovérit platnost charakteristickych rovnic
bipolarniho tranzistoru.

Vyuzitim subobvodu je mozné rozsitit pracovni plochu simula¢niho pro-
systému. Subobvod je povazovan za vlastni soucastku, kterd obsahuje
ruzny pocet vyvodi, v zavislosti na jejim vnitinim zapojeni. Do subobvodu
lze umistit libovolnou ¢ast zapojeni. Lze jej prirovnat k integrovanému ob-
vodu.
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Obr. 1

Studenti mohou nékteré ¢asti obvodu integrovat do subobvodd a zis-
kat tim prehlednéjsi zapojeni, které ¢astecné eliminuje mnozstvi chyb pii
jeho realizaci. Vyucujici prostiednictvim subobvodi mohou zjednodusit
nebo rozdélit vysledny obvod, u kterého bude tak mozné lépe pochopit
jeho princip. Obr. 2 ukazuje ptiklad vyuziti subobvodu v simula¢nim pro-
gramu. Logickd funkce zapojena pomoci diskrétnich logickych ¢leni byla
integrovana do subobvodu. Vznikla tim jedina soucastka a doslo k zpte-
hlednéni zapojeni obvodu. Studenti se prostfednictvim toho pfikladu nauci
sestavit logickou funkci a pracovat s pravdivostni tabulkou.

Hierarchicky blok je obdobou subobvodu s rozdilnym zptisobem ulo-
zeni vlozeného elektronického obvodu. V pfipadé subobvodu je jejich ob-
sah ukladan do souboru spolecné s celym obvodem. Hierarchické bloky
jsou charakterizovany stejné jako subobvody, avsak jsou uloZeny v samo-
statném souboru. To nabizi fadu vyuziti. Vyucujici poskytne studenttim
hierarchicky blok, pfipadné vice blokt, které studenti vhodné sestavi a
doplni o dalsi soucastky a pristroje. Nebo naopak doplni sestaveny obvod
o vhodné zapojeni do hierarchického bloku, ktery odevzdaji vyucujicimu.
Vyuziti je také mozné v pripadé, kdy je vyuka zalozena na pouziti elektro-
nickych obvodil vytvotenych v pfedchozich vyucovacich hodinach. Studenti
jednotlivé obvody integruji do hierarchickych blokt, které pozdéji vyuziji
v dal$i vjuce. Na obr. 3 je vidét zapojeni s hierarchickymi funkénimi bloky.
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Studenti pii sestavovani jednokvadrantové nasobicky umistili jeji hlavni
¢asti do samostatnych blokd. Vyuzili zapojeni, sestavované v predchozich
hodinach. Zapojeny obvod je nasledné pirehlednéjsi, je snazsi pochopit ¢in-
nost zapojeni a nezanedbatelny z hlediska vyuky je také fakt, ze 1ze snaze
vyhledat pfipadné chyby v zapojeni. Pfi vicendsobném vyuziti shodnych
blokii, jako je napf. logaritmicky zesilovac, se projevi pfipadna zména nebo
oprava v celém zapojeni obvodu. Dojde tak k zefektivnéni prace studenta.

Kontrola zapojeného obvodu je funkci simula¢niho programu, ktera pro-
véri zapojeny obvod z hlediska moznych chyb. Nalezené chyby jsou indiko-
vany piimo v zapojeném obvodu a popsany v prislusném okné programu.
V nastaveni této kontroly je mozné zvolit jaké chyby kontrolovat a jakym
zpusobem je indikovat. Lze napfiklad zjistit nevhodné spojeni dvou vy-
vodi soucastky nebo odhalit nezapojenou soucastku. Studenti zde mohou
pred spusténim simulace ovéfit, zda zapojeny obvod neobsahuje zakladni
chyby, které by negativné ovlivnily pribéh méfeni. Obr. 4 ukazuje pii-
klad, ktery obsahuje nezapojené vyvody operacniho zesilovace. Spusténim
automatické kontroly chyb jsou oznaceny nezapojené ¢asti obvodu s tex-
tovym popisem v dolni ¢asti obrazovky. Pred spusténim simulace student
nalezne chyby, které by zpusobily chybné vysledky pfi méfeni nebo treba
i znemoznily simulaci.
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Soucasti simula¢niho programu je také privodce vytvareni obvodu. Pri-
vodce ma k dispozici nékolik jednodussich Casto pouzivanych zapojeni.
Nastavenim vstupnich parametri lze vygenerovat zapojeni obvodu, které
je napf. mozné vyuzit béhem realizace zadaného rozsahlejsiho zapojeni.
V mnoha pfipadech je vhodné vyuzit rychlého generovani ¢asti obvodu,
které student jiz porozumél v predchozich hodinach a zamérit se pouze
na urcitou c¢ast probirané latky podle tematického cile vyuky. Simula¢ni
program nabizi riizné varianty zapojeni s operac¢nimi zesilovaci, tranzis-
tory nebo ¢asovymi obvody. Na obr. 5 je zobrazen priivodce pro vytvoreni
zvoleného obvodu.
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Obr. 5

Pomoci privodce student rychle vytvofi na pracovni plose simula¢niho
programu napi. invertujici zapojeni s operacnim zesilovacem. V priivodci
zvoli pozadované parametry obvodu a nésledné jej umisti na vhodné misto.
Pak pripoji k vytvorenému zapojeni dalsi potfebné soucastky a pristroje.

V simula¢nim programu miizeme u jednotlivych soucastek nastavit chy-
by, které by mohly nastat v redlném obvodu. Vyucujici tak miize nastave-
nim chyb ovéfit iroven znalosti a dovednosti analyzy obvodu u studenta.
Chyby Ize generovat automaticky v celém obvodu nebo je nastavit u sou-
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¢astek jednotlivé. VSechna tato nastaveni se uklddaji do souboru s obvo-
dem, ve kterém byla vytvorena. K dispozici mame chybu typu odpojeni
vyvodu soucastky od vodice, chybu typu zkrat nebo chybu typu propust-
nost, u které 1ze specifikovat velikost odporu. Vyuziti této funkce vyzaduje
urcité vstupni znalosti student, aby bylo mozné spravné identifikovat na-
stavené chyby. Obr. 6 zobrazuje okno s volbami pro nastaveni automa-
tickych chyb v celém obvodu. Lze takto vygenerovat jedinecné zapojeni
s rozdilnym poc¢tem a typem chyb.
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Obr. 6

Uzamceni moznosti a funkci simula¢niho programu je ur¢eno zejména
pro vyucujici. V pfipadé, ze nechceme, aby student znal obsah subobvodu
nebo hierarchického funkéniho bloku, miZeme jej uzamknout pomoci hesla.
Obdobné tomu mize byt u hledani chyb soucastek, které jsme nastavili
k ovéfeni analytickych znalosti. Uzaméenim rtznych funkci a moznosti lze
zajistit, Ze studenta nasmeérujeme k nalezeni vhodného feseni. Vyuziti této
funkce je vhodné zejména pfi testech a hodnocené samostatné praci. Na
obr. 7 je zobrazeno okno s nastavenim parametri pro uzamdceni funkci a
nabidek simula¢niho programu. Vyucujici v zadaném piikladé umisti na
plochu potfebné soucastky a uzamkne pfistup do jejich databaze. Student
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nasledné sestavi obvod pouze na zakladé dostupnych soucastek. V pripadé
uzamdeni jejich parametr, nelze ménit jejich hodnoty nebo je prohlizet.
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Simulaé¢ni programu obsahuje fadu analyz obvodi. Ke spravnému po-
uziti analyzy sestaveného obvodu jsou nutné predchozi znalosti. Pozado-
vané vysledky tak zavisi na vhodném vyuziti a vybéru analjzy. Nalezneme
zde napfiklad analyzu stejnosmérného pracovniho bodu, prechodovou ana-
Iyzu, parametrickou analyzu nebo teplotni analyzu. Pfifazeni analyz ke
druhé skupiné funkci vyuzitelnych ve vjuce je zvoleno zejména z divodu
jiz zminéné pozadované trovné znalosti studenta. Opakovanim analyz pii
zméné vstupnich parametrti mize student lépe porozumét vlastnostem
»zkoumaného“ obvodu. Obr. 8 ukazuje provedeni pfechodové analyzy pro
obvod jednocestného diodového usmeérrniovace. Opakovanim analyzy pro
rizné hodnoty soucastek ziska student predstavu o chovani obvodu. Zob-
razeny graf obsahuje vstupni a vystupni signal. Vyuzitim zvolenych funkci
I1ze odecist prislusné hodnoty ze zobrazenych pribéht a ovérit ziskané vy-
sledky.
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Zavér

Funkce simula¢niho prostfedku Multisim, kterymi program disponuje,
mohou byt povazovany za vyukové v zavislosti na jejich pouziti a vhod-
nosti. Pomoci rozdéleni do né€kolika skupin je mozné urcit, do které z kate-
gorii danou funkci zaradit. V nékterych pripadech mutze byt jednoznacné
zafazeni problematické a je nutné posoudit funkci z vice hledisek. Jed-
nim z nich mtze byt troven pozadovanych znalosti, potfebnych k vyu-
ziti funkce. Dal§imi napftiklad mozZnosti pro ovéfovani znalosti nebo cilené
zjednoduseni zapojeného elektronického obvodu. Pfipadné modifikace jed-
notlivych funkci umozni jejich rozsitené vyuziti.
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PredloZené charakteristiky a definice slouZi pfedevsim k orienta¢nimu
rozdéleni. Pfed zafazenim do vyuky je nejprve nutné analyzovat pouzitel-
nost funkce a jeji pfinos pro vyuku. Zejména v zacatcich, kdy se studenti
seznamuji se simula¢nim programem, je vhodné vyuzivat zakladni funkce.
Pro slozitéjsi zapojeni a prohloubeni ziskanych znalosti lze zaradit do vy-
uky rozsifeni v podobé funkci vhodnych pro vyuku. Vyuzitim simula¢niho
programu ziskaji studenti moznost ovérit teoretické znalosti a ziskat zku-
Senosti a urcité specifické dovednosti pfi praci s elektronickym obvodem.
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ZPRAVY

Stredoevropska olympiada
v informatice CEOI 2013

ClE
20) | 1=

Ve dnech 13.—19. 10. 2013 se v chor-
vatském mésté Primosten konal jubi-
lejni 20. roénik Stiedoevropské olympiddy
v informatice (CEOI 2013). Vedle sedmi
tradi¢nich ucastnickych stfedoevropskych
statit (Ceska republika, Chorvatsko, Ma-
darsko, Némecko, Polsko, Rumunsko, Slo-
vensko) se jako hosté zucastnila také druz-
stva ze Slovinska a Svycarska. Jako ob-
vykle soutézilo také druhé druzstvo pora-
datelské zemé. Celkem se soutéze zucast-
nilo 38 studenti z 9 zemi.

Reprezentacni druzstvo Ceské repub-

liky bylo sestaveno na zakladé vysledku,
kterych dosahli soutézici v tistfednim kole
62. ro¢niku Matematické olympiddy — ka-
tegorie P. Na celosvétovou soutéz 101 2013
konanou v Australii byli vyslani ¢tyfi nej-
lepsi resitelé posledniho tustfedniho kola
MO-P, pro tcast na CEOI 2013 pak byli
vybrani dalsi ¢tyfi nejlepsi studenti, ktefi
ale v té dobé jesté nestudovali v maturit-
nim ro¢niku. Nasi mladsi soutézici tak do-
stali prilezitost ziskat na CEOI cenné zku-
Senosti, které mohou nasledné vyuzit pri
uspésné reprezentaci Ceské republiky na
IOI v ptistim roce. Letos se CEOI zucast-
nili tito studenti: Martin Hora, student
gymnazia na MikuladSském nam. v Plzni,
Viclav Volhejn, student gymnéazia Jana
Keplera v Praze 6, Michal Puncochdr, stu-
dent gymnazia Jirovcova v Ceskych Budé-
jovicich. N&s ¢tvrty vybrany reprezentant
Jan-Sebastian Fabik, student gymnazia na
t¥. Kpt. Jarose v Brné, bohuzel na posledni
chvili onemocnél, takze se soutéze nemohl
zGCastnit. Vedoucimi ceské delegace byli
jmenovani RNDr. Zbynék Falt a Filip Hld-
sek, oba z Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze.

Soutéz CEOI 2013 se tradi¢né usku-
te¢nila v pribéhu dvou soutéznich dni.
V kazdém dni soutézici fesili tii tlohy, na
které méli vzdy pét hodin casu. Kazdy
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soutézici pracuje na pridéleném osobnim
pocitaci s nainstalovanym soutéznim pro-
stfedim, které umoznuje vyvijet a testo-
vat programy a odesilat je k vyhodnoceni.
Vysledné programy jsou testovany pomoci
pripravené sady testovacich dat a se stano-
venymi Casovymi limity. Tim je zajisténa
nejen kontrola spravnosti vysledkd, ale po-
moci ¢asovych limita se také odlisi kvalita
pouzitého algoritmu. Pii testovani kazdé
ulohy se pouzivaji sady testovacich dat
ruzné velikosti, takze teoreticky spravné
feSeni zalozené na neefektivnim algoritmu
zvladne dokoncit vypocet pouze pro neé-
které, mensi testy. Takové feSeni je po-
tom ohodnoceno ¢aste¢nym poctem bodu.
Vecer pred soutézi vedouci vsech delegaci
spole¢né vyberou soutézni tlohy z navrha
predlozenych poradatelskou zemi, upravi
podle potieby jejich formulace a ptelozi je
pak do matetského jazyka studentti. Cesti
studenti tedy dostali jak anglickou, tak i
Ceskou verzi zadani uloh.

Kromé vlastni soutéze je pro ucast-
niky CEOI vzdy pfipravovan také dopro-
vodny program. Letos méli ticastnici moz-
nost prohlédnout si nejen mésto Primos-
ten, ale i narodni park Krka a historicka
centra mést Sibenik, Split a Trogir.

Posledni den probéhlo slavnostni za-
konceni soutéze s vyhlasenim vysledki.
Kazda ze soutéznich uloh byla hodnocena
maximalné 100 body, takze celkové bylo
teoreticky mozné ziskat az 600 bodu. Vi-
tézem se stal slovensky reprezentant Edu-
ard Batmendijn, ktery dosahl vysledku
355 bodi. Letos byly na CEOI udéleny
3 zlaté, 7 stfibrnych a 11 bronzovych me-
daili. Stfedoevropska olympidda v infor-
matice je soutézi jednotlive, zadné poradi
zucastnénych zemi v ni neni vyhlasovano.

Nasi studenti dosahli velmi dobrych vy-
sledku: 8. Martin Hora, 238 bod, stfibrna
medaile, 19. Vaclav Volhejn, 160 bodi,
bronzova medaile, 22. Michal Puncochar,
128 bodu.

Veskeré informace o soutézi,
soutéznich 1dloh 1 podrobné

texty
vysledky

vSech medailistd lze nalézt na adrese
http://ce0i2013.hsin.hr/.

Pristi 21. roénik CEOI se bude ko-
nat 18.—24. ¢ervna 2014 v Némecku ve
mésté Jena, néasledujici roc¢nik soutéze
CEOI 2015 uspotada Ceska republika. Za-
stupci Slovinska projevili zdjem stat se
fadnymi ¢leny CEOI a slibili usporadat

soutéz v roce 2016.
Pavel Topfer

Nobelova cena za fyziku mifi
do femtofyziky

Jako kazdy rok pocinaje rokem 1901
jsou v fijnu zvefejnovany navrhy na No-
belovy ceny za fyziku, chemii, fyziologii a
medicinu, literaturu a mir, které jsou lau-
reatiim predany 10. prosince. V roce 2013
slo jiz v podstaté o 113letou tradici udélo-
véani Nobelovych cen (NC).

V roce 2013 byla Nobelova cena udeé-
lena za teoretickou pfedpovéd a po experi-
mentalnim dtkazu za potvrzeni existence
jaderné castice nazyvané Higgsuv boson.
Na jeho experimentalni dikaz musel byt
sestrojen v Evropské organizaci pro ja-
derny vyzkum (CERN) velky urychlovaé
oznacovany jako LHC (Large Hadron Col-
lider). Experimenty na tomto urychlovaéi
se potvrdila teoreticky predpovédéna exis-
tence Higgsova bozonu.

Laureati NC za fyziku pro rok 2013 [1]:

Frangois Englert  Peter W. Higgs
Pokracovdni na str. 26.
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