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V matematické literatufe se hojné setkavame s analogiemi geometri-
ckych tvrzeni v roviné a v prostoru. Nejznaméjsi priklady najdeme mezi
analogickymi tvrzenimi platnymi v trojuhelniku a ve ¢tyrsténu, které jsou
nejjednodussimi omezenymi rovinnymi a prostorovymi atvary (télesy). Je-
jich hranici tvofi v p¥ipadé trojihelniku tisecky (strany) a v piipadé étyt-
sténu trojuhelniky (stény). Jednd se tzv. simplexy v roviné a v prostoru.
Mezi nejobvyklejsi analogie patii metrické a polohové vlastnosti téznic a
napf. ve zdafilé publikaci [1].

V tomto prispévku se zaméfime na méné zndmé prostorové analogie
dvou vyznamnych planimetrickych tvrzeni, které se tykaji pravoihlého
trojuhelniku, a to na prostorovou analogii Pythagorovy véty a déle na
analogii jisté mnoziny bodd v roving, kterou je tzv. Thaletova kruznice.
Prvni z nich je spjata se jménem némeckého matematika Johannese Faul-
habera (1580-1635) a druhd se jménem vyznamného Ceského matematika
Miroslava Fiedlera'. Uvedme nejprve pro tplnost znéni obou vyse zminé-
nych planimetrickych vét, které je mozno nalézt v témeér kazdé ucebnici
geometrie pro zakladni a stfedni skoly.

1Prof. RNDr. Miroslav Fiedler, DrSc. (1926), védecky pracovnik Matematického
ustavu AV CR v Praze.
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Véta 1 (Pythagorova)

Necht a,b jsou délky odvésen a ¢ délka prepony v libovolném pravo-
thlém trojuhelniku. Pak plati

a® 4+ b? =2

Existuje pomérné velké mnozstvi odlisnych dikazt Pythagorovy véty,
nasi ¢tenafi se s nékterymi z nich mohli setkat napf. v ¢lanku [3]. Nej-
snaz$i je vSak patrné vyuziti Eukleidovych vét o odvésnach pravoihlého
trojuhelniku.

Pripomenme jesté, ze plati rovnéz véta obracena k vété Pythagorové. Tu
vyuzivame predevsim k tomu, abychom rozhodli, zda trojihelnik s danymi
délkami stran je pravouhly ¢i nikoliv.

Druhé planimetrické tvrzeni, které se tyka specialni mnoziny bodt dané
vlastnosti v rovin€, ma nasledujici znéni:

Véta 2 (Thaletova)

V roviné je dana tisecka AB. MnozZina vSech bodi C této roviny, pro néz
je ABC pravouhly trojihelnik s pieponou AB, je kruZnice sestrojena nad
tseckou AB jako prumeérem — s vyjimkou obou krajnich boda uvazovaného
pruméru (tzv. Thaletova kruZnice).

Také k dikazu této véty lze pfistoupit riznymi zptsoby. Jejich zakla-
dem je béZné vyuziti vlastnosti vnitfnich thld v rovnoramennych troja-
helnicich.

Nejprve se budeme zabyvat prostorovou analogii Pythagorovy véty.
Uvazujme pravouhly Gtyfstén (nékdy téz pravouhly trojhran) ABCD,
v némz jsou hrany vychazejici z vrcholu D navzdjem kolmé. Oznacme
Sa, S, Sc a Sp po fadé obsahy jeho stén BCD, CAD, ABD a ABC,
viz obr. Pak plati nasledujici tvrzeni:

Véta 3 (Faulhaberova)

V libovolném pravouhlém c¢tyisténu ABC'D s pravymi tihly ve sténach
¢tyTsténu u vrcholu D plati pti vySe uvedeném oznaceni obsahi jeho stén

S% + S% + 5% = Sh.
V publikaci [2] soustfedil jeji autor pét ruznych dikazu této véty. V tomto

piispévku uvedeme jiny dikaz Faulhaberovy véty, ktery se opird o nésle-
dujici goniometrickou identitu.
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Lemma

Necht «, 3, v jsou po fadé odchylky rovin BCD, CAD, ABD od ro-
viny ABC' v pravouhlém c¢tyfsténu ABCD s pravymi thly v jeho sténach
u vrcholu D. Pak plati

cos? o+ cos® B+ cos®y = 1.

Diikaz. Uvazujme pravouhly ¢tyfstén ABCD s pravymi thly pti vrcholu D,
ktery (pro lepsi ndzornost) umistime do kartézského soufadnicového sys-
tému s osami z,y, z tak, Ze vrchol D ztotoznime s pocatkem systému
soufadnic a vrcholy A, B, C umistime po fadé na kladné poloosy z,y, z.
Déle necht |AD| =a, |BD|=ba |CD|=c.

Ozna¢me E patu vysky z vrcholu D v pravoihlém trojuhelniku ABD.
Snadno vidime, Ze rovina DCE je kolma k obéma rovinam ABD i ABC,
tudiz pro odchylku v rovin ABD a ABC platiy = |4 DEC)|. Necht |[ED| =
=wv a |FC| = w a dale v pravoihlém trojihelniku ABD ozna¢me

¢ = |$BAD| = |$BDE|.
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Z podobnych pravouhlych trojuhelnikit ADFE a DBE pak plyne
v ) v
— =sing a — =cos .
a b

Umocnénim obou stran poslednich dvou rovnosti na druhou, jejich secte-
nim a vyuzitim goniometrické identity sin® p4cos? ¢ = 1 po snadné tpravé
dostaneme
s a?b?
a2+ 0%
Uzitim Pythagorovy véty v pravothlém trojuhelniku CDE s pfeponou EC
a vyuzitim posledni rovnosti pak mame

9 2, 2 a?b? L2 a?b? + v2c? + 2a?
w’ = C=——— 4+ =
a® + b2 a? + b2
a odtud ) 22
cos?y = ! a (1)

w2 a2b? + 022 + 2a?’

Uzitim principu cyklické zdmény dale obdrzime

2 b2c? )
COS A= a2 +b2¢2 + c2q?’
2 2
cos’ B = ca (3)

a2b? + b2¢2 + c2a?’

Sectenim vztaht (1)—(3) koneéné dostaneme

cos? a4 cos? B + cos?y =
a’b? b2c? ca?

= a2b2 + b2¢2 + 2q2 + a2b? + b2¢2 + 2q2 + a2b2 + b2¢2 + 2q2 =

Tim je dikaz lemmatu uzavien.

2 2

Pozndmka. Dosadime-li do na#i identity za cos? @ = 1 —sin® o, za cos? =
=1 —sin? 8 a za cos®y = 1 — sin? v, dostaneme navic po snadné Gpravé
jinou identitu (ekvivalentni s danou)

sin? o 4 sin? B + sin? y = 2.

Nyni jiz mizeme prikrocit k vlastnimu dikazu Faulhaberovy véty.
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Pfedné si uvédomme, Ze plati (viz obr.)
Sa = Spcosa, S = Spcosf, Sc = Spcosvy

Umocnénim kazdé z téchto tii rovnosti na druhou, jejich sectenim a uzitim
dokazaného lemmatu dostaneme bezprostiedné

S2 + 5% + S2 = 5% cos®> a + S% cos® B+ S3cos?y =
= 5% (cos® a4 cos® B + cos? y) = 5%,
coz jsme chtéli dokazat.

Prostorové analogie véty 2 (o Thaletové kruznici) se objevila ve $kolnim
roce 1971/72 v tehdejsim 50. ro¢niku casopisu Rozhledy matematicko-
-fyzikalni jako soutézni dloha v jeho pravidelné fesitelské rubrice ,Nase
soutéz“. Autorem této tlohy byl Miroslav Fiedler. Uvedme nyni modifiko-
vanou verzi této ulohy ve formé matematického tvrzeni.

Véta 4

V roviné p je ddna kruznice k(S; 7). Mnozina vSech bodt prostoru, které
jsou vrcholy pravouhlého étyfsténu (trojhranu) ABCD s pravymi ahly pfi
vrcholu D a déle s vlastnosti, Zze k je kruznici vepsanou sténé ABC, je
kulova plocha #(S;7/2) s vyjmutou hlavni kruznici v roving p.

Zhruba za rok po zvefejnéni této tilohy se ukazalo, Ze tato iloha byla
nad sily vétsiny fesiteltt z fad stfedoskoldkii (vyfesil ji jediny soutézici).
V déisle 5 nésledujiciho roéniku, viz [4], bylo s odstupem jednoho roku
uvedeno autorovo feSeni této tlohy, které vyuziva prostiedka analytické
geometrie a metody soufadnic a které je pocetné pomérné narocné.

Zajemce o uvedenou problematiku si proto dovolujeme vyzvat k tomu,
aby se samostatné pokusili o dikaz véty 4 jinymi prostiedky nez uzitim
analytické geometrie v prostoru. Vase feseni, ktera zaslete do redakce MFT,
radi zverejnime.
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