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I kdyz to z vyuky matematiky neni vzdycky patrné, pravy smysl ma-
tematického vzdélani je v tom, abychom za pomoci matematiky dovedli
fesit praktické problémy. K tomu potfebujeme dvé véci, znat matematiku
a védét, jak ji pouzivat — a umét to. Proto se zaci a studenti vzdélavaji
v matematice, a to na Grovni a v zaméfeni prislusného stupné a typu skoly.
Uvedené poradi je samoziejmé, abych matematické znalosti mohl pouzi-
vat, musim je mit, a abych je mél, musim se je naucit a naucit se také to,
jak je pouzit. Nejprve tedy nékolik myslenek o prubéhu vyuky.

7 dalky se matematika jevi jako jeden celek a skutecné to jeden celek je.
Kdyz vsak zéci za¢inaji do matematiky vnikat, tak po ¢ase (uz v nizsich
ro¢nicich ZS) objevuji, ze se matematika néjak rozpada na ¢asti. Nejprve
se setkavaji s algebrou a geometrii, jak tyto dvé ¢asti pro jednoduchost
nazyvame, pri¢emz se obé€ tyto ¢asti ¢asto uci soubézné, avsak v riznych
vyucovacich hodinach v raznych dnech v tydnu a na algebru a geomet-
rii mivaji zaci rizné sesity. Mnohdy tak mohou mit pocit, Ze jde vlastné
o dva rtzné, i kdyz navzajem souvisejici skolni pfedméty, skryté spolu pod
formalnim nazvem matematika. Je na uciteli, aby spojkou mezi algebrou a
geometrii nebyla jen jeho osobnost vyucujiciho, ale aby pii své vyuce fese-
nim vhodné volenych tloh neforméalné propojoval obé tyto ¢asti v myslich
a zkuSenostech zaka.

S postupem ,,od primy do oktavy“ proces ,rozpadu* skolské matema-
tiky forméalné dale pokracuje. Studenti (samozfejmé i studentky, ale déle
jen ,studenti“) zacinaji zjistovat, Ze se matematika dale rozdéluje na jakési
relativné samostatné ¢asti; nahravaji tomu i samostatné ucebnice, kazda
z nichz se zabyva nécim jinym. Opét je na vyucujicim, aby tuto zdanlivou
izolaci narusoval.

Je pravda, Ze v matematice sice existuji takové jakoby relativné samo-
statné discipliny, ale na druhé strané v ni existuji, funguji a jsou vyznamné
spousty zakladnich souvislosti a vazeb mezi poznatky, nékdy i docela nece-
kanych. Pro spésné zvladnuti matematiky by se proto mél student s tako-
vymi souvislostmi a vazbami neformalné setkdvat zejména pfi feSeni tloh,
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a uvédomovat si je. Jde o to, aby se v jeho mysli nové poznatky spravné a
ve vSech zakladnich souvislostech stetézovaly a zapojovaly do vytvareného
systému ,,jeho*“ matematiky, a kone¢nym vysledkem aby bylo jeho celistvé
matematické vzdéldni na urovni a v zamerent skoly. V tomto procesu, ma-
li byt ispésny, je tieba dodrzovat urcita pravidla, zdaji se samoziejma, ale
jsou ucitelé, ktefi pomijeji realitu, ze v jejich tfidé nesedi sami Gaussové,
ale i déti, kterym chvili trva, nez do probiraného uciva proniknou.

Zacne-li se probirat nova latka, je prvnim cilem, aby studenti tuto latku
pochopili a pak aby se ji naucili pouzivat. Proto by mélo byt zasadou, ze
tvodni dlohy (piiklady) nejsou pidlis obtizné a jsou zaméreny primo na tuto
latku a jeji zakladni problémy. Soustfedéni feSitele na tuto latku a na jeji
pochopeni by nemély naruSovat n&jaké jiné (pro tuto latku nepodstatné)
problémy zbyteéné pfimichané do zvolenych tloh. Uvedme jen drobny pfi-
klad. Zac¢nou se probirat rovnice s parametrem a hned do prvnich tloh
naséz{ uditel plno zlomkt (moznd v dobé vili, aby préci se zlomky zopa-
koval), ale pfi souboji se zlomky muZe zdkovi unikat vyznam parametru,
nebo u téch ,slabsich“ muze dokonce dojit k falesnému spojeni, Zze k rov-
nicim s parametrem piindlezeji zlomky.

A7 v nésledujici etapé vyuky, po zvladnuti podstaty toho nového, se
pak do tloh pfidava vhodné matematické okoli, latka se rozsiruje, nastu-
puji dalsi varianty nového uciva s rtiznou obtiznosti a nakonec pfichazeji
ulohy, v nichz nova latka je uz jen jednou ze slozek jejich feSeni. Pfitom
obtiznost tloh by méla byt pfiméfena matematické tirovni studentt a lépe
je hodné obtizné tlohy pii vyuce vibec nepouzivat, snad jen jako dobro-
volnou doméci tlohu pro ,,jednickare”.

Soucasti tohoto procesu musi byt ze strany ucitele uvédomélé pripo-
mindni a vyuzivani souvislosti a vztaht s dalsimi, jiz dfive probranymi
tematickymi celky. Nejde jen o ,vraceni se k pfedchozimu ucivu“, to jisté
ano, je to dilezité, ale v navaznosti na ptredchozi postup maji pfichazet
neformalni kombinované tlohy, které cilené narusuji onu zdanlivou izolova-
nost jednotlivych tematickych celki. Redeno pozitivné, je tfeba soustavné
a uvédoméle péstovat jejich vzajemné vztahy, a nato pak i vztahy s jinymi
védami a s praxi.

Neékteré takové vztahy jsou zcela samoziejmé, naptiklad v tlohach na
feseni trojuhelniku se mohou propojovat jeho planimetrické vlastnosti s go-
niometrii, také tfeba kombinatorika a pravdépodobnost k sobé maji v tlo-
héch blizko. V ucebnicich a sbirkach piiklad nalezneme mnoho vhodnych
uloh, ale chce-li ucitel pouzit i nékteré jiné vztahy, mize obcas néjakou

Matematika — fyzika — informatika 23 2014 87



potiebnou tlohu sdm vytvorit. V dalsi ¢asti ¢lanku nyni rizné takové ma-
tematické souvislosti pfipominame a komentujeme.

Uloha 1
Stanovte defini¢éni obor funkce
1
fry= g 22— 1
o
& x+3

Komentdr: Ulohy na defini¢ni obor funkei spojuji u¢ivo o funkcich s fe-
Senim rovnic a nerovnic. V této tloze je tfeba o funkci védét, ze log V' je
definovan pro V > 0 a je roven nule pro V = 1, pfi¢emz ve jmenovateli
zlomku nesmi byt 0. Soucasné se zde fesi nerovnice typu ffis > 0, uzivaji
se pojmy sjednoceni a prinik mnozin a zapisy intervalt. Je vsak urcité ne-
bezpedi v tom, ze zadana funkce tu ma jen formalni postaveni a vysledek
nas vlastné viibec nezajima. Proto lze doporucit, aby se Tesitel po vyfeseni

ulohy pokusil alesponi zhruba naznacit prubéh této funkce.

Uloha 2
Soustavu rovnic

dx+3y =17,
2z — b5y = 10

feSte v oboru realnych ¢isel graficky i pocetné.

Komentdr: Je to bézny typ tloh fesenych pocetné i graficky, kterd jsou
velmi uzitecné praveé tim, zZe na dany problém vrhaji dvoji pohled a vytva-
feji u Tesitele potfebné zkusenosti

Uloha 3
Sestrojte graf funkce y = |z + 2| — 3 a ddle pocetné i graficky zjistéte,
kde je funkce kladné, nulova a zaporna.

Komentar: Zde se Tesitel setkdva s jednim z elementi vySetfovani priabéhu
funkci, jehoz znalost patfi k vyznamnym zadoucim vysledktim stfedoskol-
ského vzdélani v matematice. Pfitom, jako u tlohy 2, jsou opét uplatnény
dva zptisoby FeSeni, pocetni a grafické. Uloha nekonéi jen formalné, ale na-
vazuje v ni analyza ,znaménka® funkce v jednotlivych intervalech ¢iselné
0Sy.

88 Matematika — fyzika — informatika 23 2014



Uloha 4
Pro cela nezaporna cisla z, y plati

r+y <5,
r+2y <7,
r <4, y<3.

a) Najdéte a graficky znazornéte vSechna feseni (x, y) této soustavy Gty
nerovnic.

b) Zjistéte, pro které feseni (x,y) nabyva vyraz A = 3z + 4y nejvétsi
hodnoty.

Komentar: Jde tu o grafické feseni soustavy nerovnic o dvou neznamych.
Resitel zde nachazi vztah mezi nerovnicemi a jejich geometrickym vyzna-
mem; pouziva geometrické vyjadfovani — piimky, poloroviny a jejich pri-
niky. Zjistovani nejvétsi nebo nejmensi hodnoty patii k akcim matematiky
dilezitym pro praxi, zde navic dostavame TeSeni problému blizkého line-
arnimu programovani.

Uloha 5
Sestrojte rovnoramenny lichobéznik ABC'D se zakladnami délky |AB| =
= 7,6 cm, |CD| = 5,3 cm a s vyskou 3,5 cm. Vypoctéte jeho obvod a obsah.

Komentdr: Bézny typ tlohy, kde jde opét o péstovani souvislosti algebry a
geometrie, tentokrat je prvotni geometricka konstrukce a pak se provadéji
pozadované vypocty.

Uloha 6

Je dana krychle ABCDFEFGH o hrané a, K, L jsou stfedy hran GH,
HE. Zobrazte ez krychle rovinou ¢ = CKL. (Kterou vlastnost rovno-
bé&znych rovin pfitom vyuzijete?) Déle vypoctéte obvod a obsah fezu a
odchylku roviny o od roviny ABC.

Komentdr: Je to tloha na stejném principu jako tloha 5, jen na vyssi
arovni. Po konstrukei ve volném rovnobézném promiténi (uzitim pozado-
vané stereometrické véty) se provadéji vypocty v podstaté planimetrickymi
metodami a s vyuzitim goniometrickych funkeci.

Uloha 7
Zobrazte kvidr ABCDEFGH, kde D je v po¢atku, A[4;0;0], C[0;6;0],
H|[0;0; 4], pfimku p = MC a rovinu ¢ = BGD, kde M je stied hrany EH.
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a) Najdéte parametrické vyjadieni pfimky p.
b) Najdéte obecnou rovnici roviny p.
¢) Vypo¢ététe a zndzornéte priseéik R pfimky p s rovinou g.

Komentar: Je to typicka tloha spojujici uc¢ivo stereometrické s analytickou
geometrii, tedy opét spojeni grafického znazornéni a vypocta, tentokrat
analyticko-geometrickych.

Uloha 8
Je déna ptimka p = KL, K[5;—1;1], L[11;1; —2] a rovina

0:2x —y—224+7=0.
Urcete jejich prusecik a odchylku s presnosti na minuty.

Komentdr: Tato tloha spojuje analytickou geometrii s goniometrii, je jed-
nou z mnoha analyticko-geometrickych tloh, v nichz se pocita velikost
odchylky.

Uloha 9

Je dan pravidelny trojboky jehlan ABC'V, jehoz podstava ABC lezi
v roviné p. Vypoctéte odchylku ¢ piimky p = AS od roviny o (s pfesnosti
na thlové minuty), kde S je stied hrany CV; velikost podstavné hrany
a = 6,8 cm, vyska jehlanu v = 9,5 cm.

Komentar: Toto je zastupce tloh, v nichz vynika vztah mezi stereometrii
a goniometrii. Studenti také zjisti, ze vysledek nezavisi na poloze roviny
0. Vsechny c¢tyfi posledni tlohy jsou vyznamné pro péstovani prostorové
predstavivosti Fesiteli.

Uloha 10
Sestrojte trojuhelnik ABC (A[0;—3], B[2;0], C[—1;1]) a jeho obraz
A'B'C" v zobrazeni U: M|x,y] — M'[z',y'], kde
¥ =1-2y,
y = 2—2x.
Uzitim Pythagorovy véty vypoctéte velikost stran obou trojihelniki a
ovérte, ze U je podobné zobrazeni; vypoctéte pomér podobnosti.

Komentdr: Tato tloha je méné obvykla, ale velmi uziteéna. Spojuje né-
kolik jednodussich tloh: sestrojeni trojihelnik® v soutfadnicové soustave,
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vypocet souradnic vrcholtt AA’B’C’, déle je tu Pythagorova véta, vipodet
délek stran (vzdélenosti dvou boditt), odmocniny (édsteéné odmoctiovani),
dikaz podobnosti trojuhelnikt, pomér podobnosti.

Uloha 11
Je ddna mnoZina D = {—3; —2; —1;0;1;2} a funkce

firy=a2+1, frry=1-2° friy=2—|z+1]

Ve Vennové diagramu zndzornéte mnoziny A = {z € D; fi(z) > 0},
B={z€D; fo(z) >0}, C={z€D; fs(z) >0}

Komentar: Zde se drobné propojuje ucivo o funkcich s Vennovymi dia-
gramy. Lze pouzit i jiné vhodné funkce a timto zpisobem zpracovat a
znézornit napiiklad jejich defini¢ni obory.

Uloha 12

Na ¢iselné ose jsou dany body: O[0], A[—2], B[5], C[2]. Vyznacte na ni,
pojmenujte a zapiste vysledné mnoziny CBU OB, ACUOB, CAN OB,
OA N CB; vyjadiete je téz pomoci intervali.

Komentdr: Pfi u¢ivu o mnozinach lze takto osvézit pojmy tusecka, polo-
primka i zapisy intervald.

Uloha 13

Pron € {2,3,4,5,6,7,8,9} uréete definiéni obor D a obory pravdivosti
P(n) vyrokovych forem V(n): Pétimistné ¢islo 825x4 je délitelné éislem n.
Déle urcete obory pravdivosti vyrokovych forem: V(3)AV (4), V(8)VV (9),
V(4) = V(6), V(7)< V(5).

Komentar: Méné obvykla tloha, kde se vyuzije vyrokovych forem ke zopa-
kovani znakt délitelnosti a naopak znaku délitelnosti se vyuzije k lepsimu
pochopeni pravdivosti slozenych vyroki.

Uloha 14

V prostoru je dana mnozina M bodi se 13 prvky, zadné 3 body nelezi
na téze pfimce a zadné 4 v téze roviné.

a) Kolik pfimek

b) Kolik rovin
je uréeno témito body a kolik % z toho prochézi danym bodem A € M?
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¢) Kolik trojbokych jehlanid (Gtyfsténtt) mé vSechny vrcholy z M a kolik
procent z toho mé za jeden vrchol dany bod A € M?

Komentar: Vyuziti geometrie pti formulaci loh z kombinatoriky je vhodné
a bézné; navic se zde znovu pfipomenou i procenta.

Uloha 15
V oboru realnych c¢isel feste rovnici
3x—5_1+x+m2 +x3 n
5 10 102 103 7

Komentar: 1 tato tloha je vhodnd a béznd, spojuje se tu konvergence
a soucet nekonecné geometrické fady s feSenim rovnice s nezndmou ve
jmenovateli a pak i kvadratickou rovnici. AvSak toto spojeni je ponékud
formalni, jde jen o cvi¢nou tlohu.

Uloha 16

Délky stran a, b, ¢ trojahelniku ABC jsou ¢leny aritmetické posloup-
nosti; a; = a, ag = b, ag = ¢, diference d je pfirozené ¢islo, a = 9, vSechny
délky jsou v ecm. Vypoctéte obsah AABC s piesnosti na desetiny cm? a
thel pii vrcholu C' s presnosti na thlové minuty.

Komentar: Uziti vlastnosti aritmetickych posloupnosti, trojihelnikové ne-
rovnosti, kosinové véty, stanoveni thlu z hodnoty kosinu (II. kvadrant),
vzorec pro obsah trojihelniku — Herontiv nebo uzitim dvou stran a tthlu
jimi sevieného, prace s kalkuldtorem, zaokrouhlovani. Tato dloha propo-
juje mimoradné mnozstvi matematickych poznatka a navic musi resitel ze
ziskanych poznatkt prijit na to, ze tloha ma dvé feSeni.

Uloha 17
o . , 2 8 o .
V roviné znazornéte grafy funkci y = x*, y = — a vypoctéte velikost
thlu, pod kterym se dané kiivky protinaji. r

Komentdr: Resitel musi védét, o jaké grafy pijde (tj. o grafy funkce kvad-
ratické a nepfimé tmérnosti) a znézornit je, zjistit jejich prusecik, tedy fe-
§it soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, zjistit derivace funkci v daném
budé a jejich uzitim pak stanovit hledanou velikost thlu tecen v priseciku.

Pri procvicovani uciva mize ucitel v tlohach zkombinovat i ty c¢asti
matematiky, které spolu zdanlivé nesouviseji, a nemusi ani jit o zadné
dlouhé vypocty, jak ukazuji nasledujici dvé tlohy.
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Uloha 18

Jsou déna ¢isla a, b, c vétsi nez 1. Rozhodnéte, zda plati vyrok: , Jestlize
¢isla a, b, ¢ spliuji trojuhelnikovou nerovnost, pak ji spliuji i logaritmy
téchto cisel.”

Uloha 19
Nahodné zvolim ¢islo d, jeden z celych délitelt c¢isla 6. Jaka je pravdé-
podobnost toho, Ze posloupnost ((d — 2)™)%2 ; je rostouci?

Nekdy se muze zdat, jako by komplexni ¢isla stéla trochu stranou od
ostatnich matematickych disciplin, i kdyz tfeba na goniometrii maji vazbu
velmi silnou. Vyznamné také dopliiuji pfedchozi poznatky o feSeni kvad-
ratickych rovnic, kdyz objasiuji pfipad zaporného diskriminantu, a davaji
nahlédnout i do algebraickych rovnic vyssich stupmiti (binomické rovnice).

Uloha 20
Uzitim Moivreovy vty odvodte vzorec pro vyjadieni sin5a pomoci
sin . Odvozeny vzorec ovérte pro a = 60°.

Komentdr: Moivreova véta, vyznamna ¢ast uc¢iva o komplexnich ¢isel, s po-
uzitim binomické véty zde navazuje na vztahy mezi funkcemi kosinus a
sinus, které jsou podstatné zase pro goniometrii, a navic se zde ovérovani
vysledku pfipomenou konkrétni hodnoty téchto funkci.

Hledejme vsak i dalsi souvislosti. Vime, ze v Gaussové roviné je naso-
beni komplexni jednotkou velmi vydatnym geometrickym nastrojem, kdyz
zprostfedkovava otoceni o jeji argument. Tohoto nastroje lze vsak vyuzit
i v planimetrii nebo v souvislosti s analytickou geometrii.

Uloha 21
V roviné je dan trojuhelnik ABC, A[-2;—1,5], B[4;1,5], C[0;4]. Se-
strojte jeho obraz v otoceni se stiedem O]0;0] a tthlem otodeni ¢ = —90°.

Komentar: Pfi vyuziti komplexnich ¢isel vyjadiime bod A jako komplexni
¢islo a = —2 — 1,51, otoceni o thel p = —90° znamena nasobeni komplexni
jednotkou —i, takze o’ = (—2 — 1,51) - (—i) = —1,5 + 2i, obrazem bodu A
je tedy A’'[-1,5;2], ...

Lze ovsem vyzadovat i klasické planimetrické feseni. V zadani mizeme
volit i jiné dhly otoceni, zejména takové, pro néz studenti znaji hodnoty
funkci kosinus a sinus.
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Uloha 22

VysSetfete vzajemnou polohu (spoleéné body) pfimky p: y = x+3 a hra-
nice ¢tverce ABC D, ktery je dan stiedem S[0,5; 1] a vrcholem A[—2,5; —0,5].
Ctverec i piimku znazornéte graficky.

Komentar: Pri feseni se pracuje s vektory a s vektorovymi rovnicemi,
s analytickym vyjadienim usecky a urCuje se vzajemnda poloha primky
a usecky. Analytické vysledky se porovnavaji s grafickym vysledkem. Pri
stanovovani vrcholt ¢tverce lze vyuzit komplexni ¢isla. Napf. tak, ze vektor
u=A-S5 = (-3;-1,5) vyjadiime jako komplexni ¢islo v = —3 — 1,5i,
takze vektor v = B — S dostaneme z nasoben{ (—3 — 1,51) -i = 1,5 — 3i,
tedy v=(1,5;—-3)aB=S+v=...

Mozna se nékomu takové Teseni nelibi, Ze neni ,,Cisté“. V této chvili se
vratme k tvodu tohoto ¢lanku, kde jsme formulovali smysl matematického
vzdélani — abychom s pomoci matematiky dovedli fesit praktické problémy
P1i feseni praktickych tloh, tedy tloh pfimo z praxe, vSak neni povétsinou
feCeno nic o tom, jakd metoda feseni méa byt pouzita. Jsou to problémy
(tilohy), kde jedingm cilem je najit jejich feseni. Resitel musi sdm vhodnou
metodu objevit a nékdy pfitom i opakované zkouset, ,,jak na to“ (viz [1]).
Proto je tak dtlezité, aby mél ,,ve své brasné“ kompletni sadu matematic-
kych znalosti i s jejich souvislostmi. Z tohoto hlediska lze posuzovat i feseni
uloh 21 a 22; prosté ,nékdo“ pfi FeSeni postupoval takto. V podminkach
skoly takovymi tlohami byvaji tlohy matematickych soutézi, napriklad
Matematické olympiady.

Resit ulohy z ,opravdové praxe“ pii vjuce matematiky neni realné,
ale lze vytvorit jiné modelové tlohy, kde jedinym cilem je také jen jejich
vyfeseni. Studenti by se s tlohami, kde metoda feSeni spociva na jejich
»objevu“ nebo vybéru, méli béhem studia obcas setkavat. Podivejme se
na dve ukazky tloh s matematickou formulaci a jako posledni ukazku tlohy
7 praxe.

Uloha 23

Vrchol paraboly lezi na ose x a jeji osa je rovnobézna s osou y. Body
T110; —2], T»[5; —4,5] jsou dotykové body teden vedenych k parabole z jis-
tého bodu M. Zjistéte thel téchto tecen.
Komentdr: Jde o tlohu méné obvyklou. Resitel tu musi samostatné vo-
lit postup a vhodné metody feSeni jednotlivych fazi postupu. Nabizi se

analytickd geometrie a diferencidlni pocet i kombinaci obou téchto metod.
(Tato tloha je i pocetné zajimava.)
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Uloha 24

Je ddna kruznice k = (S;7) a bod M tak, ze |SM| = p. Dotykové body
tecen z bodu M ke kruznici k jsou 11, T5.

a) Vypocététe obsah P trojuhelniku MT;T5. Vy¢islete jeho hodnotu pro
r=3,p=>5.

b) Kolik % tohoto trojihelniku lez{ v daném kruhu?
Komentdr: Uloha neni zcela jednoduché a nabizi Fesiteli dokonce nékolik
zpusobil feseni.

Uloha 25

Jizda kabinky lanovky stoji 3 600 K¢. K lanovce pfisla skupina turistt
v poctu kolem deseti a vyzadala si zvlastni jizdu. Bylo jim to umoznéno,
ale kazdy z nich musel zaplatit o 40 K¢ vic nez by stala normalni jizdenka.
Kolik téch turista bylo?

Komentdr: Mozna se vam bude zdat, Ze to zadani neni zcela jasné a presné,
ale i takové byvaji tlohy z praxe, v nichz zadavatel ,samoziejmosti“ neu-
vadi. Tato tloha mé dvé feseni.
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Timto pFispévkem volné navazujeme na ¢lanek [5], pfiemZ oba spadaji
do série ¢lankd zabyvajicich se moznostmi vyuziti heuristickych strategii
na zakladni a stfedni skole.
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