Uloha 24

Je ddna kruznice k = (S;7) a bod M tak, ze |SM| = p. Dotykové body
tecen z bodu M ke kruznici k jsou 11, T5.

a) Vypocététe obsah P trojuhelniku MT;T5. Vy¢islete jeho hodnotu pro
r=3,p=>5.

b) Kolik % tohoto trojihelniku lez{ v daném kruhu?
Komentdr: Uloha neni zcela jednoduché a nabizi Fesiteli dokonce nékolik
zpusobil feseni.

Uloha 25

Jizda kabinky lanovky stoji 3 600 K¢. K lanovce pfisla skupina turistt
v poctu kolem deseti a vyzadala si zvlastni jizdu. Bylo jim to umoznéno,
ale kazdy z nich musel zaplatit o 40 K¢ vic nez by stala normalni jizdenka.
Kolik téch turista bylo?

Komentdr: Mozna se vam bude zdat, Ze to zadani neni zcela jasné a presné,
ale i takové byvaji tlohy z praxe, v nichz zadavatel ,samoziejmosti“ neu-
vadi. Tato tloha mé dvé feseni.

Literatura

[1] Trdvnicek, S.: Pojdme na to s matematikou (a nékdy i s poéita¢em). Vydavatelstvi
UP Olomouc, 2014, v tisku.

Zavedeni pomocného prvku —
uziteéna heuristicka strategie

JIRI PRIBYL — JIRINA ONDRUSOVA
Piirodovédecks fakulta UJEP, Usti nad Labem

Timto pFispévkem volné navazujeme na ¢lanek [5], pfiemZ oba spadaji
do série ¢lankd zabyvajicich se moznostmi vyuziti heuristickych strategii
na zakladni a stfedni skole.
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Zakladni idea této strategie spocivd v tom, Ze zavedenim tzv. pomoc-
ného prvku se TeSeni pro FeSitele stane snadnéji dosazitelné. Ve shodé s [9]
vymezujeme pomocny prvek jako objekt, ktery se na prvni pohled v tloze
nevyskytuje, a my jej do tlohy vpravime s nadéji, ze ndm usnadni pfistup
k feSeni. Polya tuto strategii nazyva Auxiliary elements a chape ji v Sir-
$im kontextu, nez v jakém ji budeme prezentovat my, nebot zde jsme se
zameérili vyhradné na skolské tlohy. Pfi zavedeni pomocného prvku u geo-
metrickych tloh se obvykle jedna o doplnéni pfimek, tsecek, kruznicovych
obloukt ¢i dalsich rtiznych obrazcti, v piipadé algebraickych tloh pfi¢itame
vhodné ¢islo k obéma strandm rovnice. Protoze tento prvek neni v tloze
explicitné uveden a my jej do tlohy vnéasime, nazyvame tento zptisob fe-
Seni strategii Zavedeni pomocného prvku (budeme téz znacit ZPP). Tato
strategie se ve skolské matematice ¢asto uziva, aniz bychom si tuto skutec-
nost uvédomovali. V nésledujicich tlohach budeme ukazovat jak obvyklé
pouziti ZPP, tak i takové, kde to neni na prvni pohled zfejmé.

V nékterych pripadech mutze byt pomocny prvek v tloze jiz obsaZen,
avsak neni pfimo uveden v zadani tlohy. Potom hovoifime o tzv. skrytém
(pomocném) pruku a obvykle se jedna o néjaky objekt, jehoz existence je
dana pfimo povahou objektd vyskytujicich se v loze — napiiklad hlo-
pricka v paté aloze.

Vétime, ze budeme-li o strategii zavedeni pomocného prvku hovotit a ilu-
strovat ji na typickych tlohach, potom muzeme docilit jejiho castéjsiho
aktivniho pouzivani i v téch pfipadech, kdy jeji uziti zjevné neni.

Tuto heuristickou strategii budeme prezentovat pii feseni nékolika tiloh
odlisného charakteru.

Poznamenejme jeste, ze mnohé v textu uvedené ilustrujici tlohy lze resit
i jinak, bud standardni cestou, nebo jinou heuristickou strategii. U kazdé
tlohy uvadime pouze feseni nami prezentovanou strategii. Vyhodnost je-
jiho pouziti vysvitne samoziejmé nejvice tam, kde je jako zpiisob Teseni

V rdmci ndmi budované teorie heuristickych strategii také hovorime
o ,,cestach“ feSeni dané ulohy, pficemz vymezujeme nasledujici t¥i zdkladni
kategorie:

o algebraicka cesta — spociva v algebraickém feSeni dané ulohy, opiraji-
cim se o zavedeni neznamé,

e aritmetickd cesta — je zaloZzena na ¢iselném zpisobu FeSeni (bez zave-
deni nezndmé);

e grafickd cesta — opira se o ,,obrazek“, umoznujici vyfesit danou tlohu.
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O téchto cestach se zminujeme z toho duvodu, Ze budeme ukazovat
pouziti jednotlivych pomocnych prvka ve vSech tfech pripadech.

Nasledujici t¥i alohy ilustruji tuto strategii pti feSeni algebraickych tloh,
v nichz budeme vyuzivat rizné substituce.

Uloha 1
V oboru redlnych &isel feste rovnici 2 — 522 + 6 = 0.

Resend. Uvedend algebraicka rovnice je fesitelnd v redlnych ¢islech, avsak
primé nalezeni kofenii muze byt nesnadné. PovSimneme-li si, Ze exponenty
u nezname jsou suda ¢isla, mize nam to evokovat zavedeni pomocného
pruku, pomoci substituce y = z2.

Resenim takto ziskané rovnice y? — 5y 4+ 6 = 0 jsou realna ¢isla y; = 2
ays =3.

Vratme se nyni k nasi substituci. Namisto jedné bikvadratické rovnice
mame dvé rovnice kvadratické, pficemz nalezeni jejich FeSeni je rutinni
zélezitosti a s ohledem na zvolenou substituci ziskame ¢tyfi feseni pivodni
rovnice.

Odpovéd: ReSenim rovnice jsou realna &isla: v/2, —v/2, v/3 a —v/3.
Ve vyse uvedené uloze byla substituce patrnd na prvni pohled. I ve

druhé dloze je mozné pouziti substituce snadno nahlédnutelné a pravé
jejim pouzitim se stava tlloha snadnéji fesitelnou.

Uloha 2
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic:

1 2

-4 - = ,1,

r y

3 1

—— = =4

r y

Resent. Danou soustavu rovnic miizeme Fesit standardnim zptisobem. Zde
si ukdzeme, ze zavedenim vhodnjch pomocnych prvka se feseni ptvodni
soustavy stane pro nas snaze dosazitelné.

Uzitim substituci

(x#0, y#0)

S
|
8=
®
<
|
I
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zavedeme do ulohy pomocné prvky u a v, s jejichz pomoci vytvofime novou
soustavu rovnic

u—+2v=-1,
3u—v =4.

Reseni soustavy dvou linedrnich rovnic o neznamych u a v je jiz ru-
tinni tlohou, feSenim jsou ¢isla w = 1 a v = —1. Vratime-li se k nasim
substitucim, snadno najdeme feseni puvodni soustavy rovnic.

Odpovéd: ReSenim soustavy rovnic je uspofddand dvojice (z,y) = (1; —1).

V predchozich dvou tilohéch se zavedeni pomocného prvku pomoci sub-
stituce nabizelo relativné samo. Nasledujici tloha ndm ukazuje, ze nékdy

nemizeme pomocny prvek do tlohy zavést hned na zacatku procesu fe-
Seni, ale musime mu trochu ,,vyjit naproti“. Na tuto skute¢nost poukazuje

v vevs

napf. nasledujici obtiznéjsi tloha.

Uloha 3
V oboru reélnych cisel feSte rovnici:

x* + 102> + 3822 + 652 + 36 = 0.

Resent. Zpusob feSeni pouze nacrtneme. Nejprve danou rovnici upravime
na vhodnéjsi tvar

z* +102° + 3827 + 652 + 36 = (2* + 52 + 6)* + (22 + 52+ 6) — 6 = 0.

Substituci zavedeme pomocny prvek y, pro ktery plati y = 22 + 5z + 6.
Ptvodni rovnici mizeme poté nahradit novou rovnici

v +y—6=0,

jejimz TeSenim jsou redlna cisla y; = 2 a yo = —3. Vratime-li se k nasi
substituci, ziskame dvojici kvadratickych rovnic:

22 +5r+4=0 a 22+5x+9=0,

pri¢em? pouze prvni z nich méa feSeni (v oboru redlnjych ¢isel).
Odpovéd: Redlnymi kofeny dané rovnice jsou ¢isla 7y = —1 a 29 = —4 a
jiné redlné kofeny nema.
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Podivejme se nyni na talohy, v nichz se vyskytuje pomocny prvek geo-
metrického typu.

Uloha 4

Vypocitejte obsah rovinného obrazce, jehoz hranici tvori vyznacené
kruznicové oblouky. Udaje v obr. 1 jsou uvedeny v centimetrech (iloha
je prevzata z [7]).

12

\/
6

Obr. 1

Reseni. Kromé obvyklého pocéetniho feSeni zalozeného na pouziti vzorcil
pro obsah ¢tverce a kruhu mizZeme tuto tlohu velice elegantné vytesit
pravé pomoci strategie Zavedeni pomocného prvku.

Budeme pracovat s obrazcem, ktery je zndzornén v obr. 1. Do néj si
umistime nékolik pomocnych prvki — isecek — zplisobem patrnym z obr. 2.
Tyto tiseCky nam rozdéli obrazec na nékolik ¢asti a nasledné snadnou ma-
nipulaci ukazeme, ze jeho obsah je roven obsahu obdélniku o stranach 6 a
12 centimetrt.

Obr. 2

Odpovéd: Obsah uvazovaného rovinného obrazce je 72 cm?.
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Uloha 5
V roviné je dan libovolny konvexni ¢tyithelnik ABCD. Ozna¢me M,
N po tadé stiedy stran AD a BC. Dokazte nerovnost

1
|MN| < 5 (|AB| +|CD]).

Reseni. Zad4ni tlohy si miZzeme vhodné ilustrovat obr. 3.

D

B
Obr. 3

Idea dtikazu je zietelnéjsi po zavedeni pomocného prvku — thlopticky
BD, na které sestrojime jeji stfed S (viz obr. 4).

Struéné jiz jen okomentujme ideu ditkazu. Usecky MS a NS jsou po
fadé stfedni pticky v trojthelnicich ABD a C DB, proto plati

1 1
MS| = S4Bl |NS|=3[CD.
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Odtud plyne
1
[MN| < |MS|+|NS| = 5 (IAB| +|CDI),

pri¢emz rovnost nastava, pravé kdyz S lezi na tisecce M N.
Otdzka pro c¢tendre: Kdy nastava situace, ze bod S je bodem tsecky M N ?

Nasledujici ukazka predstavuje typickou skolskou tlohu.

Uloha 6
Je dana parabola y = 4 — 22 a pfimka p: y = = + 8. Na dané parabole
najdéte bod, jehoz vzdélenost od pfimky p je nejmensi.

Reseni. Kromé obvyklého feseni pomoci diferencidlniho poétu mutizeme
tuto tlohu efektivné vyfesit i ndmi prezentovanou strategii. Jako pomocny
prvek zavedeme teénu k zadané parabole, ktera je rovnobézna s piimkou p
(viz obr. 5).

Je ziejmé, ze bod dotyku T této tecny k parabole je hledanym bodem ze
zadéani tlohy. Protoze rovnice piimky p je y = £+ 8 a hleddme rovnobézku
k dané primce, potom rovnice hledané tecny t je ve tvaru y = x + c.
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Protoze bod T je prtsecikem teCny t a zadané paraboly, mizeme sestavit
nasledujici rovnici
r+c=4—22,
tj.
2 +ax+(c—4)=0, (1)

kde redlné ¢islo ¢ je parametrem v rovnici (1).

Pfimka ¢ bude te¢nou, pravé kdyz diskriminant rovnice (1) bude ro-
ven nule. Uvédomme si, Ze nas nezajima, pro kterou hodnotu realného

parametru c se tak stane.
Potom pro z-ovou soutfadnici £; bodu T plati

1
tl - —5

Dosazenim do rovnice paraboly jiz snadno uréime druhou soufadnici
bodu T.

Odpoved: Hledany bod T mé soufadnice [—3;13].

Uloha 7

V roviné je dan konvexni ¢tyfuhelnik ABCD. Necht P, Q, R a S jsou
po fadé stiedy stran AB, BC, CD a DA. Dokazte, Ze ¢tyftuhelnik PQRS
je rovnobéznik.

Reseni. K nalezeni diikazu vyuZijeme obr. 6.

Obr. 6
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Uvazujme v daném c¢tyrtuhelniku jako pomocné prvky obé thlopricky.
Vzniknou tak trojuhelniky ABD, BCD, ACD a ABC. UkaZme nyni, Ze
usecky SP a QR jsou rovnobézné. Protoze bod S je stfedem usecky AD
a bod P je stfedem usecky AB, tisecka SP je stfedni prickou trojuhelnika
ABD rovnobéznou se zékladnou BD. Bod R je stiedem strany C'D a bod
Q je stfedem strany BC, tudiz tsecka QR je stfedni pfickou trojuhelnika
BCD rovnobéznou se zakladnou BD. Protoze SP je rovnobéznd s BD a
QR je rovnobézné se BD, tak SP je rovnobézna s Q R. Obdobné dokazeme
rovnobéznost i pro usecky PQ a SR.

PovSimnéme si nasledujici skutecnosti. Vzhledem k tomu, ze strany uva-
zovaného rovnobéznika jsou stiedni pfi¢ky v trojuhelnicich ABD, BCD,
ACD a ABC, potom délky stran jsou polovi¢ni délkam prislusnych thlo-
pricek, které tvori prepony trojihelniki.

Otdzka pro ¢tendre: Kdy bude rovnobéznik obdélnikem popf. ¢tvercem?

Otdzka pro ctendre: Zabyvejte se pfipadem, kdy je ptvodni étyruhelnik
ABCD nekonvexni. Bude ¢tyithelnik PQRS rovnobéznikem? Pokud ano,
tak proc?

Pozndmka. Uvedené tvrzeni se nazyva Varignonova' véta, kterou miizeme
najit v celé fadé praci. Velmi dobry tivod do dané problematiky mtzeme
najit napft. v [3].

Na zavér uvadime historickou tlohu, jejiz autorstvi je pripisovano Isaacu
Newtonovi. Jeji zadani 1ze najit v celé fadé publikaci. Zde pfebirame kon-
krétni hodnoty z publikace [6, s. 54]. Zadani v obecnéjsi podobé miizeme
najit [4, s. 9], nebo miizeme jit pfimo k prameni [8, s. 89].

1 Pierre Varignon (1654-1722) byl francouzskym matematikem a duchovnim, ktery
nejprve vystudoval jezuitskou kolej v Caen a v roce 1676 byl vysvécen na knéze. Ve
studiu pokracoval dél na univerzité v Caen a v roce 1682 ziskal titul M.A. (S touto
univerzitou jsou také spjata jména Pierre-Simon Laplace (1749-1827) a Henri Poincaré
(1854-1912)). Po piecteni Eukleidovych Zakladi pokracoval studiem Descartesovy Ge-
ometrie a zfejmé tato dvé dila nadale urcila dalsi smér jeho badani. Pfrestoze ztstal
véren svému fadu, pustil se do studia matematiky. Roku 1688 nastoupil na post pro-
fesora Mazarinovy koleje a téhoz roku byl také pfijat za ¢lena kralovské akademie véd
(Francouzska akademie véd), v roce 1713 se stal ¢lenem Kralovské Pruské akademie véd
(Berlinské akademie) a v roce 1718 byl pfijat za ¢lena Kralovské spole¢nosti (Kralovskd
Londynska spoleénost na podporu pfirodnich véd). Byl davérnym p¥itelem jak Newtona
a Leibnize, tak i rodiny Bernoullit. Po I’Hospitalovi pfevzal nadSeni pro diferencidlni
pocet a ve své dobé se stal jednim z nejmocnéjsich obhajct nové vznikajici matematické
discipliny ve Francii.
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Uloha 8

Trava na louce roste stale stejné rychle a je vSude stejné husta. Vime,
ze 60 krav by spéslo vSechnu travu za 24 dnt a 30 krav za 60 dnid. Kolik
krav by spéslo travu za 100 dnu?

Reseni. Predpoklddejme, 7e kazd4 krava spase za den stejné mnozstvi
travy. Jako pomocny prvek zavedeme mnozstvi travy, které spase jedna
krava za jeden den. Toto mnozstvi nazveme porce.

Na konci 24. dne spaslo 60 krav 1440 porci. Na konci 60. dne spéslo 30
krav 1800 porci. Za 36 dnt proto vyrostlo na louce 360 porci, tzn. 10 porci
za den. Na zacatku tak muselo byt na louce 1200 porci. Do konce stého
dne musi kravy spast 2200 porci. Hledany pocet krav je proto

2200
— =22
100

Odpoveéd: Travu by spéaslo 22 krav.

Pozndmka 1. Newton tesi llohu v obecné podobé a jeho feSeni je Cisté
algebraické. Po vyfeSeni tlohy ukazuje feseni pro konkrétni hodnoty.

Pozndmka 2. Pro zajimavost zde zminme fakt, ze Newton se ve své tloze
nevyjadfuje o kravich, nybrz o volech, jak spravné zmitnuje [2, s. 227], na
rozdil od anglicky psané literatury.

Tento ¢lanek byl zpracovan za podpory grantu GA CR ¢. 407/12/1939.
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Zajimavé matematické tllohy

Pokracujeme v uvefejnovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické tlohy. V tomto cisle uvaddime zadani dalsi dvojici tloh. Jejich te-
Seni muzete zaslat nejpozdéji do 1. 6. 2014 na adresu: Redakce casopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfiGupol.cz. Zajimavé a origindlni feSeni tloh radi uvefejnime.

Uloha 203
Necht O je stied kruznice opsané trojuhelniku ABC a D pata jeho
vysky z vrcholu A na stranu BC. Dokazte, Ze osa thlu C'AB je rovnéz
osou thlu DAO.
Erich Windischbacher (Graz)

Uloha 204
Necht pro realné ¢isla a1, as,as, ..., a4 soucasné plati
2 2 2 19
GlZCLQZ...EGQQl;LZO a a54+a55+...+a201425.

Dokazte, ze plati nerovnost

a1+a2+...+a20142 v2014.

Mize v této nerovnosti nastat rovnost?
Jozef Mészdros

Daéle uvadime feSeni dloh 197 a 198, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve ¢tvrtém Eisle loniského (22.) roéniku naseho ¢asopisu.
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