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Problémy a ulohy, v nichz podrobujeme geometricky objekt néjaké trans-
formaci (naptiklad podobnosti) tak, aby spliioval néjaké dalsi podminky,
jsou dodnes pfedmétem zkouméni geometrii (viz napf. ¢lanek [1], v némz
autor sestrojuje rovnostranné trojuhelniky s vrcholy na danych pfimkéch,
nejen v roving). Pfestoze k FeSeni mnoha tloh tohoto typu stadi stiedo-
gkolské znalosti matematiky, do udebnic se uz nevesly. Reseni jedné takové
ulohy si ukazeme.

Uloha 1

V roviné jsou dany Ctyfi navzdjem ruzné primky a,b,c,d. Sestrojte
vSechny ¢tverce ABCD takové, aby jejich vrcholy A, B,C, D lezely po
fadé na danych pfimkach a, b, c,d.

Pozndmka. Jde o obdobnou tlohu k tloze: Sestrojte vSechny Ctverce, je-
jichz strany lezi na pfimkach prochézejicich po fadé ¢tyfmi danymi raz-
nymi body. Jeji feseni najdeme napiiklad v élanku [3].

Dfive nez za¢neme fesit danou tlohu, pokusme se sestrojit takovy ctve-
rec ABCD, jehoz vrchol B je pevné zvoleny bod pfimky b a jehoz vrcholy
A, C lezi po fadé na danych pfimkach a, c. Sestrojime nejprve pravouhly
rovnoramenny trojthelnik ABC' s vrcholy pozadovanych vlastnosti. Poté
sestrojime vrchol D jako chybéjici vrchol ¢tverce ABC D. Takto sestrojeny
vrchol D pochopitelné nemusi leZet na dané p¥imce d.

K tomu je tfeba nejprve fesit nasledujici tlohu.

Matematika — fyzika — informatika 23 2014 161



Uloha 2 (pomocna konstrukce)

Sestrojte pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC s pravym tuhlem
pfi daném vrcholu B, jehoZ vrcholy A, C lezi po fadé na danych piimkach
a, c. Bod B neni priise¢ikem primek a, c.

Reseni. Tuto tlohu zde vyfesime vyuzitim otodeni: ProtoZe tsedky BA,
BC jsou shodné a navzajem kolmé, jsou body A, C' vzor a obraz jeden
druhého v otoceni se stifedem B o thel 90° v kladném ¢i zaporném sméru

(obr. 1).
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Obr. 1: Dvé FeSeni tlohy 2 pro pevné zvoleny bod B (a vrchol D &tverce ABCD)

a) Zobrazime pfimku ¢ v otoeni se stfedem B a tthlem 90°. Oznacime-li
jeji obraz ¢}, je prusecikem p¥imek a, ¢} (pokud existuje, tedy pokud
piimky a, ¢} nejsou rovnobé&zné) bod A;, ktery je vrcholem hleda-
ného trojihelniku. Obrazem bodu A; v otoceni se stifedem v bodé B
o opacny thel —90° je tfeti vrchol C jednoho hledaného trojuhelniku
Achl.

b) Zobrazime-li pfimku ¢ v otoceni se stfedem B a thlem —90°, dosta-
neme piimku ¢}, a analogii vySe uvedeného postupu druhé mozné feseni,

trojuhelnik A BCs.

Tim je tloha 2 vyfeSena. Vratme se nyni k feSeni tlohy 1.
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Vlastnosti hledanych ¢tverca ABCD

K sestrojenému trojuhelniku ABC' sestrojime vrchol D ¢&tverce ABC' D
jiz jednoznac¢né. Budeme-li sestrojovat vrcholy Dy ¢tverca Ay B1C1D; pro
riizné polohy bodu B € b (B = By), bude bod D; probihat néjakou kiivku
(podobné i bod Ds pro &tverce Ay ByCyDs). Pokud by to byla né&jakéd
elementarni k¥ivka, mohli bychom s jeji pomoci nalézt feSeni nasi ptivodni
ulohy.

Podobné trojuahelniky ABC — pohyb bodu B po pfimce

Je ziejmé, Ze existence jednoznacné urceného feseni ulohy 2 zavisi jen
na thlu pfimek a, c. Nejsou-li navzajem kolmé, mizeme ke kazdému bodu
B pfimky b (mimo prisecik a, ¢) najit pravé jednu dvojici pozadovanych
trojuhelniki.

Zvolme dva libovolné rtizné body B!, B? piimky b a ke kazdému z nich
sestrojme vySe uvedenym postupem a) jeden trojthelnik — tj. trojihel-
niky A!BC?, resp. A2B2C?. Tyto trojihelniky jsou pfimo podobné (po-
kud jsou piimky a,b,c rovnobé&zné, jsou trojuhelniky A'B'C!, A2B2C?
posunuté; tento pfipad vSak ponechdme na pozdéjsi diskusi). Lze je tedy
zobrazit jeden na druhy v podobnosti P. Tuto podobnost lze nekonec¢né
mnoha zptiisoby slozit z otoceni a stejnolehlosti. Mtzeme totiz zvolit libo-
volny bod roviny Sy a v otoceni s timto stfedem Sy otocit tisecku A B! do
polohy A} B} rovnobézné s tiseckou A?B?, a poté vysledek A}B} zobrazit
ve stejnolehlosti se stiedem Sy v priseciku pifmek A} A% a B B2 (obr. 2).

Obr. 2: Dvé riizna slozeni podobnosti zobrazujici A* B* do A?B?
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Vlastnosti uzité podobnosti

Zkusme mezi vSemi dvojicemi otoc¢eni a stejnolehlosti, jejichz slozenim
je podobnost P, najit takovou dvojici, kde maji obé zobrazeni spole¢ny
stfed S, a zkoumejme jeho vlastnosti (takové zobrazeni se nazyvé spirdlni
podobnost, viz napf. [2]).

Vzhledem k tomu, Ze otoceni i stejnolehlost v roviné zachovavaji thly,
zachovava thly 1 spiralni podobnost.

ProtoZe trojthelniky B'SB2, A'SA? maji shodny thel pfi vrcholu S
a pro pomér délek jejich stran plati |SBY| : [SB?| = |SA!| : [SA?| (thel
otodeni a koeficient stejnolehlosti), jsou podobné. Dvojice jejich odpovida-
jicich si stran (B'B? a A'A% B1S a A'S, B2S a A2S) tedy sviraji shodné
thly a jejich velikost je rovna velikosti tthlu otocdeni, kterym zobrazime
pifmku B!B? na ptimku A A2, tedy velikosti tthlu B1SA! (ihly B2B!S,
A2ALS jsou shodné), obr. 3. V dal$im textu vyuzijeme nasledujici zaver.

Obr. 3: Podobné trojuhelniky B*SB?, A'S A2

Zaver. Velikost thlu, pod nimz vidime ze stfedu slozené podobnosti tisecku
AB, je rovna odchylce pfimek a = A*A% b = B!B? (nebo jejimu doplitku
do 180° — viz obr. 3 vpravo). VySe uvedend tvaha navic ukazuje, jak takovy
spolecny stfed otoceni a stejnolehlosti pro danou podobnost hledat: Je to
takovy bod S, z néhoz vidime obé tisecky A' B!, A2 B2 pod stejnym tihlem,
jehorz velikost je rovna odchylce piimek a, b (nebo jejimu dopliiku do 180°).

Poloha vrcholu D hledaného étverce

7 vyse vedenych tuvah jiz plyne, Ze pokud podle tlohy 2 sestrojime pro
zvoleny bod B jeden trojuhelnik ABC, mizeme jiz urcit bod S, ktery
je spole¢nym stfedem vyse studovanych pfimych podobnosti pro vSechny
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dvojice trojthelnikd A'B'C', A2B2C?, kde B!, B? jsou rfizné polohy
bodu B na pfimce b. VSechny polohy bodu A lezi na piimce a, ta je tedy
spojnici libovolné dvojice A'A2. Podobné viechny polohy bodu B lezi na
pfimce b, vSechny polohy bodu C' lezi na p¥imce c. Proto je velikost ithlu
ASB rovna odchylce pfimek a, b, velikost thlu C'SB je rovna odchylce
pfimek ¢, b a velikost thlu ASC' je rovna odchylce piimek a, ¢ (nebo jejich
dopliiku do 180°).

Takovy stfed S dokazeme sestrojit jednoznacéné, jakmile mame libovolny
trojihelnik ABC, A € a, B € b, C' € c. Pro trojihelnik ABC' sestrojime
(jako pruseciky v8ech kruznic, na nichz lezi vrcholy zminénych thlt nad
jeho stranami) dva takové body, ale pravé jeden z nich je spoleénym stie-
dem pfimych podobnosti, které zobrazi trojihelnik ABC' do dalsich (po-
dobnych) trojihelnikét AB*C* pro danou polohu pifmek a, b, c. Pifslusny
bod je tudiz spole¢nym stfedem podobnosti — tj. stfedem otoceni i stejno-
lehlosti v podobnosti z nich slozené — pro kazdou dvojici pfimo podobnjch
trojahelnikd sestrojenych k libovolnym dvéma bodém B!, B? piimky b.
Tyto podobnosti jsou obecné rizné, maji rtizny thel otoceni i koeficient
stejnolehlosti, ale vSechny maji spole¢ny stied S.

Neni nezbytné bod S konstruovat, z jeho existence vsak plyne nasledu-
jici ivaha: Protoze také velikost thlu ASD je pfi zobrazeni ¢tvercd ve vyse
popsanych primych podobnostech konstantni pro vSechny polohy bodu D,
bude spojnice D! D? libovolnych dvou z nich (které jsou vrcholy p¥fmo po-
dobnych ¢tverci) svirat s pfimkou a stale stejnou odchylku. Vsechny vr-
choly D vsech primo podobnych ctverci budou tedy leZet na jediné primce
(pokud bod D nebude pevny).

Konstrukce étverce ABCD

Nazvéme nyni pro ucely tohoto textu transformaci, kterd vuci sobé
zobrazuje jednotlivé trojuhelniky ABC' sestrojené tymz ze dvou postupt
v uloze 2, ,pohybem“. Ukézali jsme, ze kazdy bod pevné spojeny s touto
soustavou (tj. vrchol M kazdého trojahelniku ABM, ACM & BCM, ktery
m4 pevné dané thly) pfi tomto ,,pohybu opisuje pfimku.

Popis konstrukce.

1. Podle tlohy 2 sestrojime vSechny ¢tverce ABC D, specialné jejich vr-
choly D, pro dvé rtizné pevné zvolené polohy bodu B — pro bod B!
vrcholy Di a D3, pro bod B? vrcholy D? a D3.

2. Sestrojime pi¥imky dy = DiD? a dy = DiD3.
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3. Sestrojime vrcholy hledanych ¢tverci, body D1 = dNdy a Do = dNds
(pokud existuji).

4. Vyuzitim postupu tlohy 2 sestrojime k nalezenym bodtm D, D> jed-
noznacéné uréené ¢tverce Ay B1C1Dq, AsBsCoDs (ke kazdému z bodu
D1, D5 ten, pro ktery B € b) — viz obr. 4.

Obr. 4: Zavéreény krok konstrukce ¢tverce — dvé feseni zadané ulohy

Diskuse poétu feSeni

Pri vyse uvedenych tivahach jsme narazili na nékolik pripadi, kdy po-
pisovany postup nevede k feSeni tlohy, nebo kdy zobrazeni trojihelnik
(Gtverci) neni mozno popsat jako slozeni otoceni a stejnolehlosti. Postupné
je vyfesime. Nejprve dokazeme nasledujici tvrzeni.

Lemma

Lezi-li vrcholy A, C uhlopticky ctverce ABCD po tadé na dvou navzd-
jem kolmych primkdch a, c, leZi zbjvagici vrcholy B, D étverce na (navzd-
jem kolmgjch) osdch uhli vytatych primkami a, c.
Diikaz. Ozna¢me O prusecik danych pfimek a, c¢. Zvolme A € a, C € c.
KruZnice opsané ¢tverci ABCD prochézi bodem O (Thaletova kruznice
sestrojend nad tseckou AC). Tudiz <ACB, <AOB jsou shodné obvo-
dové uhly nad obloukem (tétivou) AB. Pfitom |[JACB| = 45°, tudiz
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i |YAOB| = 45° a B lezi na ose thlu kolmic a, ¢ (nebo je B = O).
Analogicky jsou shodné thly <AOD a 4 ACD a bod D lezi na druhé z os
ahld, které sviraji kolmice a, ¢ (nebo je D = O), viz obr. 5.
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Obr. 5: Vrcholy thlopficek ¢tverce na kolmicich

Navic je ziejmé, Ze ke kazdé dvojici bodu A, C existuje jednoznacné
urcend dvojice bodit B, D (az na orientaci popisu) a naopak: k bodim B,
D na piimkach o1, 0o existuje jednozna¢né uréend dvojice bodu A, C na
pfimkach a, ¢, které jsou osami thli sviranych kolmicemi o1, 0s.

Nyni mizeme pristoupit k samotné diskusi.

e Primky, na nichz leZi vrcholy uhlopricky ctverce, jsou navzdjem kolme.

Necht jsou to pfimky a, c. V tom p¥ipadé neexistuje jednoznaéné uréeny
prisecik rovnobéznych p¥imek a a otoceného obrazu ¢ piimky c. Ulohu
vyfeSime samostatné:

Popis konstrukce.

1. Sestrojime pfimky 01, 02 — osy uhli, které sviraji kolmice a, c.

2. Sestrojime jejich priseéiky s danymi p¥imkami b, d (pokud existuji),
tedy dvé dvojice bodt B, D (01 Nb, 0o Nd ao0yNb, 01 Nd).

3. Ke kazdé dvojici B, D sestrojime jednozna¢né dvojici vrchola A, C
(obr. 6).
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Obr. 6: Dvé feSeni tlohy pro kolmé pfimky a, ¢

Zbyva vytesit situaci, kdy nékterd (nebo obé) z piimek b, d svird s pfim-
kami a, ¢ odchylku 45°. V tomto pfipadé mtze mit iloha nekone¢né mnoho
FeSeni (alespori jedna z pfimek b, d splyva s nékterou z os 01, 02 a druhd
neni s druhou osou rizna rovnobézka), zddné feSeni (obé primky protinaji
jen stejnou osu a s druhou jsou rovnobézné, obr. 7) nebo jediné Feseni

(alesponi jedna z piimek b, d protina jen jednu osu a druha protind druhou
osu).

Obr. 7: Zadné feseni ulohy pro kolmé piimky a, ¢

o T z danych primek jsou navzdjem rovnobéiné. (obr. 8)
Necht jsou to piimky a, b, c. Potom vSechny trojuhelniky ABC' sestro-
jené v tloze 2 pro vSechny polohy bodu B jsou shodné a tvoii dvé sady
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navzajem posunutych trojihelnikt, pficemz kazdé dva trojuhelniky z riz-
nych sad jsou navzajem soumérné dle pfimek kolmych k danym rovnobéz-
kdm. Vrcholy D ¢&tverci obou sad pak lezi na jediné piimce d’ rovnobézné
s pfimkami danymi.

Podle vzajemné polohy pfimek d, d’ mé tiloha FeSeni nekoneéné mnoho
(pro d, d’ totozné), zadné (pro d, d’ rtzné rovnobézky) nebo dvé rtizni
(pro d, d’ riznobézné). P¥ipad a = ¢ je vyloucen zaddnim.

! "
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Obr. 8: Dvé feseni ulohy proa || b c

e Zminme se dale samostatné o pripadu, kdy jsou rovnobézné — podle
vyse pouzité volby oznaceni — pouze pifimky a, ¢ a pfimka b je s nimi
riznobézna.

Jak vidime z vyznacenych shodnych pravotuhlych trojahelniki na obr. 9,
kde jsme sestrojili pomocné ¢tverce ABC'D pro body B v priisecicich
B' =bna, B2 =bnNec, jsou v tomto p¥ipadé pfimky d;, d» rovnobézné
a sviraji s pfimkami a, ¢ stejnou odchylku jako primka b.

o Trojice primek prochdzi spolecnym bodem

Necht a, b, ¢ jsou pfimky prochazejici spoleénym bodem. Potom vSechny
trojuhelniky ABC' sestrojené v tiloze 2 pro vSechny polohy bodu B tvofii
dvé sady navzajem stejnolehljch trojihelnikti a vrcholy D ¢&tvercti lezi na
primkéach prochézejicich stfedem stejnolehlosti — spoleénym bodem pfimek
a, b, c. Ulohu vyfesime zakladnim popsanym postupem, sta¢i nam viak
sestrojit pomocné ¢tverce ABCD jen pro jednu polohu bodu B.

e Body D na primce d — zdvér tesent

Ve vsech ptipadech zavisi pocet feSeni na vzajemné poloze dané pfimky d
a sestrojenych primek d;, do. Je-li pfimka d s nékterou z primek di, ds
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Obr. 9: Smér piimek di, d2 proa | ¢

totozna, ma uloha nekonecné mnoho feseni, je-li s ni rovnobézna rizna,
prislusné feseni chybi. Prochéazi-li vSechny ¢tyri dané primky spole¢nym
bodem, fesSeni neexistuje, nebo je jich nekone¢né mnoho.

7 tvah o thlech pfimek, na nichz lezi vrcholy ctverce, plyne, Ze sméry
sestrojenych primek dy, ds se zachovaji, posuneme-li pfimky a, b, ¢ do spo-
le¢ného bodu. Reseni takové tilohy jsme komentovali v piedeslém odstavci.

Zavér
V tomto ¢lanku jsme ukazali, Zze dana tloha je eukleidovsky fesitelna,
tj. je fesitelnd pouze pomoci kruzitka a pravitka bez méfitka, a navic nadm
k jejimu feseni postaci pouze zakladni skolské matematické znalosti.
Nalezeny postup konstrukce snadno pozménime pro obecnéjsi zadani
ulohy, kdy na danych primkach hleddme vrcholy libovolného ¢tyruhelniku

podobného ¢tyithelniku danému.
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