Ulohy domaéci ¢ésti I. kola
64. rocniku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A

A-1-1
Je dano pfirozené ¢islo n. Ctverec o strané délky n je rozdélen na n? jed-
notkovych ctvereckl. Za vzdalenost dvou ¢tverecki povazujeme vzdalenost
jejich stfedi. Urcete pocet dvojic ¢tvereckd, jejichz vzdalenost je 5.
(Jaroslav Zhouy)

A—I-2 Je dan trojuhelnik ABC, v némz je BC nejkratsi stranou. Jeji stfed
oznaéme M. Na stranidch AB a AC uréime postupné body X a Y tak, aby
platilo |BX| = |BC| = |CY]. Prtise¢ik pfimek CX a BY ozna¢me Z.
Dokazte, ze pfimka ZM prochazi stfedem kruznice pfipsané strané BC
daného trojuhelniku.

(Michal Rolinek)

A-1-3
Najdéte vsechna cela cisla k > 2, pro ktera existuje k-prvkova mno-
zina M celych kladnych ¢isel takova, ze soucin vsech Cisel z M je délitelny
sou¢tem libovolnych dvou (rtiznych) ¢isel z M.
(Jaromir Simsa)

A-T-4
Predpokladejme, ze pro realna éisla x, y, z plati

15(z +y + 2) = 12(zy + yz + 2z) = 10(2* 4+ y2 + 2?)
a ze alespon jedno z nich je rtizné od nuly.
a) DokaZte rovnost z +y+ 2z = 4.

b) Najdéte nejmensi interval (a,b), v némz lezi v8echna tii ¢isla z libo-
volné trojice (z,y, z) vyhovujici pfedpokladtim tlohy.

(Jaromir Simsa)
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A-1I-5

V daném trojihelniku ABC ozna¢me D bod dotyku kruZnice vepsané
se stranou BC'. Kruznice vepsand trojihelniku ABD se dotyka stran AB
a BD v bodech K a L. Kruznice vepsana trojuhelniku ADC se dotyka
stran DC' a AC v bodech M a N. Dokazte, ze body K, L, M, N lezi na
jedné kruznici.

(Josef Tkadlec)

A-1-6
Necht a, b jsou dand, navzdjem nesoudélnéd pfirozend c¢isla. Posloup-
nost (acn)zo:l prirozenych cisel je sestavena tak, Ze pro kazdé n > 1 plati
T, = axr,—1 + b. Dokazte, Ze v libovolné takové posloupnosti kazdy clen
Ty, s indexem n > 1 déli nekonecné mnoho jejich dalsich cleni. Plati toto
tvrzeni i pron =17
(Jaromir Simsa)

KATEGORIE B

B-I-1
V oboru reédlnych cisel feste soustavu rovnic

2% — 9| + |y* — 5| = 52.
(Pavel Caldbek)

B-1-2

Drak mé n hlav, po jedné na kazdém z n krki usporadanych do kruhu.
Rytii dokaze jednim tderem tit po k sousednich krcich a hlavy na nich
setnout. Jestlize drakovi po ideru zbyde aspon jedna hlava, mtize si nechat
nékterou z chybéjicich hlav dortist. Dokazte, ze kdyz pro dana ¢isla n a k
miuze rytif draka zbavit vSech hlav bez ohledu na to, jak mu dorustaji,

svede to udélat nejvyse tfemi tdery.
(Jan Mazdk)

B-1-3
V trojuhelniku ABC ozna¢me U stied strany AB a V stied strany AC.
V poloroviné opa¢né k poloroviné BC'A uvazujme libovolny rovnobéznik
BCDE. Ozna¢me X prusecik piimek UD a V E. Dokazte, ze pfimka AX
déli rovnobéznik BCDE na dvé ¢asti téhoz obsahu.
(Michal Rolinek)
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B-14
Necht m je prirozené ¢islo, které ma 7 kladnych délitelt, a n je prirozené
Cislo, které ma 9 kladnych délitelti. Kolik délitelit miize mit soucin m - n?
(Eva Patdkovd)

B-I-5
Necht S je stied pfepony AB pravouhlého trojihelniku ABC, ktery
neni rovnoramenny. Ozna¢me D patu vysky z vrcholu C' a R prisecik osy
vnitiniho thlu pfi vrcholu C' s preponou AB. Urcete velikosti vnitinich
uhla tohoto trojuhelniku, plati-li |[SR| = 2|DR).
(Jaroslav Svrcek)

B-1-6
Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b, ¢ plati
1 n 1 n 1 < 1 n 1 . 1
a2 —ab+b2 b2 —bc+c2 c2—ca+a? " a2 b2 2

Urcete, kdy nastane rovnost.
(Jaroslav Svrcek)

KATEGORIE C

C-I1-1
Urcete v8echny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, kterd vyhovuji soustavé rov-
nic

(-7 =4y,

V=472 = 2 +8.

(Jaroslav Svrcek)

C1-2

Petr mé zvlastni hodinky se tfemi rucickami — prvni z nich obéhne
kruhovy cifernik za minutu, druhd za 3 minuty a tfeti za 15 minut. Na
zacatku jsou vsechny rucicky ve stejné poloze. Urcete, za jak dlouho budou

rucicky rozdélovat cifernik na tii shodné ¢asti. Najdéte vSechna feSeni.
(Tomds Jurik)
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C-I1-3
Simona a Lenka hraji hru. Pro dané celé ¢islo k£ takové, ze 0 < k < 64,
vybere Simona k poli¢ek Sachovnice 8 x 8 a kazdé z nich oznaci kiizkem.
Lenka pak Sachovnici néjakym zptisobem vyplni dvaatiiceti dominovymi
kostkami. Je-li pocet kostek pokryvajicich dva kiizky lichy, vyhrava Lenka,
jinak vyhrava Simona. V zavislosti na k urcete, ktera z divek ma vyhra-
vajici strategii.
(Michal Rolinek)

C-I-4
Ozna¢me E stied zékladny AB lichobézniku ABCD, v némz plati

|AB|:|CD|=3:1.

Uhlopiicka AC protina tsecky ED, BD po fadé v bodech F, G. Uréete
postupny pomér
|AF|: |FG|:|GC|.

(Jaroslav Zhouy)

C-I-5
Rozdil dvou prirozenych ¢isel je 2010 a jejich nejvétsi spoleény délitel
je 2014krat mensi nez jejich nejmensi spoleény nasobek. Urcete vSechny
takové dvojice Cisel.
(Jaromir Simsa)

C-1-6
Najdéte nejmensi prirozené ¢islo n takové, Ze v zapise iracionalniho ¢isla
v/n néasleduji bezprostfedné za desetinnou éarkou dvé devitky.
(Josef Tkadlec)
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