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O niektorych vlastnostiach
Stvorstena vektorovo

DUSAN VALLO
Fakulta prirodnych vied UKF, Nitra

Vo vyucbe vektorového poctu na strednej Skole sa niekedy prilis skoro
prechadza od nazornych pojmov k analytickému vyjadreniu pomocou sturad-
nic. Vedomosti st potom ¢asto formélne, Ziaci si nevytvoria spravne pred-
stavy o objektoch, s ktorymi pracuji. Naucia sa len algoritmické postupy
rieSenia loh. Takto nadobudnuté poznatky nie st schopni aplikovat.

Na priklade problematiky Stvorstena ukazeme, akd uZitoénd moze byt
praca s vektormi bez pouzitia sustavy stradnic. Budeme vychddzat z na-
zornych predstav, a ako je na Skolach zvykom, umiestnenia vektorov zna-
zornime orientovanymi tiseCkami.

Predpokladdme znalost zdkladnych operacii s vektormi vratane skalar-
neho, vektorového a zmiesaného sucinu, ako aj ich geometrického vyznamu.
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Dalej predpokladame znalost s¢itania vektorov pomocou vektorového mno-
houholnika. Napr. pri oznaceni na obr. 1 pre vektor AB plati

L
K

AD = AK + KL+ LM + MB.

A B

Obr. 1 Grafické sc¢itanie vektorov pomocou vektorového mnohouholnika

Symbolické vztahy (zapis vektora, vztah pre stred S usecky AB a para-
metrické vyjadrenie priamky p uréenej bodom a smerovym vektorom 7)

_A+B

U=B-A, S= " prX=A+td, teR

chapeme ako zjednodusené zapisy faktov, ze pre lubovolne zvoleny bod P
platia vektorové rovnice

@ — PB — PA, ﬁzlp_}wép_ﬁ, p: PX = PA+ 11, teR.

2
A
A i B
Sy S
P P S, B
X tii A @
p
P

Obr. 2 Geometrické znazornenie vektorovych vztahov pre Iubovolny bod P

Odpovedajuce si vztahy mozno podla potreby zamienat.
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V ¢lanku pracujeme so Stvorstenom A; As AzAy. Podstatné uvahy st
zalozené na vzajomnej suvislosti medzi stvorstenom a rovnobeznostenom.
Kazdy stvorsten vieme umiestnif do rovnobeznostena tak, aby protila-
hlé hrany Stvorstena boli incidentné so stenovymi uhloprieckami navzajom

rovnobeznych stien rovnobeznostena. Konstrukcia je zaloZend na posunuti
(obr. 3).

Obr. 3 Rovnobeznosten A1 B4 Az B3z B AsB2Ag opisany Stvorstenu A1 Az Az Ay

Ak 51,55 st postupne stredy protilahlych hran A; As, A3A4, potom
-

v posunuti s vektorom S S5 sa hrana A, A, zobrazi do tsecky By Bs. Stvor-
uholnik BjA;BsAs je rovnobeznikom, pretoze jeho uhlopriecky BjBs,
AzA4 sa bodom Sy rozpoluji. V posunuti s vektorom —:9";9’2 sa zase
hrana A3Ay4 zobrazi do tsecky BsB4, pricom rovnobeznik A; B4AsBs je
zhodny s rovnobeznikom BjAyBsAz. Oba Stvoruholniky st podstavami
hladaného rovnobeznostena. Hovorime, Ze Stvorsten A1 As A3z A4 je vpisany
do rovnobeZnostena AiBjyAsB3Bi1A4BsAsz, pripadne, rovnobeZnosten
A1B4A3; B3 B1 Ay Bo A3 je Stvorstenu A A3 A3 Ay opisang.

Vlastnosti opisaného rovnobeznostena vyuzijeme v dal§ich ivahéach.

Tazisko Stvorstena

V zhode s obr. 4 ozna¢me postupne Si, S, S3, 54,55 a Sg stredy hran
A]_Ag, 1431447 1421437 A1A4, A]_Ag, A2A4 Stvorstena A1A2A3A4 a sku-
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majme, ¢o moze znamenat vyraz

A+ A+ A3+ Ay

S

By A,

Ay
Obr. 4 Tazisko T $tvorstena A; Az Az A4 je stredom opisaného rovnobeznostena

7 Gpravy

A1+A2—|—A3+A4_1 A1—|—A2+A3—|—A4
4 T2 2 2

vyplyva, ze bod S je stredom tsecky S1S2, ktortt budeme nazjvat strednd
priecka Stvorstena. Nechame na Citatela, aby si analogicky overil, ze bod S
je taktiez stredom tseciek S35, a S556. Vzhladom k tomu, Ze Stvoruholnik
stredovo simerny podla priese¢nika uhlopriecok je rovnobeznik, st itvary
51535954, 51555256 a 53555456 rovnobezniky so spoloénym stredom S.

7 priestorovych stvoruholnikov A;AsA3B; a Ay AyBoB; dalej vyply-
vaju vztahy

A1B1 = A1 Ay + A3 As + A3 By, A1By = A1Ay+ AyBs + By By

Ak tieto vztahy séitame, potom vzhladom k faktom

A1Ay = =By By, AsBy = —A4By

zistime, Ze

2AlBl = A2A3 + A1A4. (1)
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Po prepise na symbolicky tvar a tGprave dostaneme vztah

A - As+ Az + Ay

Bl 2 )

pomocou ktorého dokazeme, ze bod S je stredom telesovej uhlopriecky
As By opisaného rovnobeZnostenas:

=5

B1+A2 1 A17A2+A3+A4 A1+A2+A3+A4
2 2 2 A2 )= 4

Analogicky mozno ukézat, Ze aj ostatné telesové uhlopriecky rovnobeznos-
tena Ay B4A;B3ByA4ByAs maja stred v bode S. Bod S nazyvame stred
rovnobeznostena.’

7 doterajsich uvah vyplyva veta:

Veta 1
Stredné priecky Stvorstena sa pretinaju v strede opisaného rovnobez-
nostena.

V dalSom zavedieme pojem taziska Stvorstena a ukaZeme, Ze sa naché-
dza v strede S opisaného rovnobeZnostena.

Taziskom tsecky sa rozumie jej stred. TaZisko trojuholnika sa definuje
ako priesecnik jeho taznic, t.j. Gsediek, ktoré maju jeden krajny bod vo vr-
chole trojuholnika a druhy v fazisku protilahlej strany. Analogicky defi-
nujeme taznicu Stvorstena ako tusecku, ktorej jeden krajny bod je vrchol
Stvorstena a druhy je faziskom protilahlej steny.

Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme o taznici A;77, kde T3 je tazisko
steny As A3 A, a plati
o Ay + Az + Ay

Ty 3

1T i3
Ukézeme, ze vektory A;T1, A1S st kolinedrne. Pocitajme:

345 4+ Ay + As + Ay
3 9

34, + Ayt As+ A

A8 =S—A = ”’Z+3+ 3

e
A1T1 = T1 *Al =

1V&imnime si analégie medzi rovnobeznostenom a rovnobeznikom — oba tutvary st
sumerné podla priese¢nika uhlopriecok.

252 Matematika — fyzika — informatika 23 2014



Z uvedenych rovnosti odvodime
1T 4
Al 1= gma (2)

¢o znamend, ze dané vektory st kolinearne.

7 toho vyplyva aj fakt, Ze taznice $tvorstena leZia na telesovych uhlo-
prieckach opisaného rovnobeznostena a teda sa pretinaji v jednom bode —
v strede S. Spolo¢ny priesecnik faznic Stvorstena sa nazyva taZisko a zvy-
¢ajne sa oznacuje ako T. Je dané vzfahom

A+ A+ As+ Ay
B 4

T =S.

Vidime, Ze stradnice taziska T $tvorstena A; As A3 A4 vypocitame ako arit-
meticky priemer stradnic jeho vrcholov. Ide o analégiu rovinného pripadu
pre trojuholnik, avSak zo vzfahu (2) vyplyva, ze fazisko Stvorstena roz-
deluje jeho taZnice v pomere 3 : 1. Predchddzajtice tvahy teda modZeme
zhrnit do nasledujicej vety.

Veta 2

Kazd4 faznica Stvorstena lezi na telesovej uhlopriecke jemu opisaného
rovnobezZnostena, v strede ktorého sa vSetky taZnice pretinaju. Tento bod
sa nazyva taziskom Stvorstena a je taktieZ spoloénym stredom strednych
priecok Stvorstena. Kazda taznica A;T;, (i =1,2,3,4) Stvorstena je jeho
taziskom T rozdelend v pomere

|A;T|: |TT;| =3:1.

Ortocentricky stvorsten

V predchadzajtcej Casti sme zdovodnili existenciu spolo¢ného priesec-
nika taznic a strednych prie¢ok lubovolného $tvorstena. Teraz preskiimame
existenciu spolo¢ného priesecnika vysSok stvorstena. Ukaze sa, Ze analdgia
s rovinnym pripadom trojuholnika nie je opravnena.

Vyskou Stvorstena rozumieme jeho telesovil vysku. Analogicky s troju-
holnikom ma tento termin tri rézne vyznamy:

1. Vyska ako vzdialenost vrchola Stvrorstena od roviny tomuto vrcholu
protilahlej steny,

2. vyska ako priamka — kolmica z vrchola na rovinu protilahlej steny,
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3. vyska ako usecka s jednym krajnym bodom vo vrchole Stvorstena a
druhym v péte kolmice z tohto vrchola na rovinu protilahlej steny.

Kazdy Stvorsten ma styri vysky, ktoré sa (na rozdiel od vysok trojuholnika)
ako priamky nemusia pretinat. Analyzujme najprv pripad, kedy sa pretna
dve z nich.

B

4o

Obr 5 Ak A1A4 L A2A3, potom Vig =q1Nqgs a Va3 =qgaNgs

Budeme pouzivat oznacenie z obr. 5 a oznac¢ime ¢; kolmicu z vrchola
Aj na rovinu As A3 A, a zase g4 kolmicu z vrchola A4 na rovinu A; AsAs.
Vyjadrime si priamky parametricky:

q1:X:A1—|—r171>, (]4:)(:144—|—$u_4>7 r,s € R,

a budeme hladaf ich priese¢nik. Vzhladom k podmienkam kolmosti zvo-
lime za smerové vektory priamok vektorové suciny nezavislych vektorov
urcujucich prislusné roviny, t.j.

—
174:

171> = Ay x AyAs,

AlAQ X A1A3.

Priamky ¢1, g4 sa pretinaju prave vtedy, ked plati A; + rui = Ag + sus.
Tento vztah je ekvivalentny s podmienkou

A A, =1 (A4A2 x A4A3) _s (m x TA?,) .
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7 e e / . 7 H
Skalarnym vynasobenim oboch stran rovnice nenulovym vektorom AsAj
dostavame

A1A4 . A2A3 =T <A4A2 X A4A3> . A2A3 — S (A1A2 X A1A3> . A2A3 = 0,

pretoze zmieSané siciny, ktoré tu vystupuja, sa rovnaju nule. (Vsetky tri
vektory kazdého z tychto stic¢inov maju zaciatocné a koncové body v jednej
rovine.)

Vysledok m . m = 0 hovori o tom, ze m 1 m

Uvazujme este nepriamo. Nech m 1 Az A3 a vysky g1, g4 st mimo-

bezné. Potom podla predpokladu nelezia vektory AysAs x A4A3z, A1 As x
x A1 Az a A1 A4 v jednej rovine. Pre zmieSany sacin teda plati

((m X M) X (A1A2 X A1A3)> A Ay #0. (3)

—
Vektor A3 A3 je stucasne kolmy k vektorom AgAs x Ay A3z, A1 As x Ay Az,
preto plati

(A4A2 x A4A3) x (A1A2 X A1A3> = kA, A;, keR-{0}.
Dosadime do vztahu (3) a dostaneme

kAyAs - A1 Ay #0,

_—
¢o je spor s predpokladom o kolmosti vektorov A; Ay, AsAs.

Zhrnieme vyssie uvedené poznatky do vety.

Veta 3

Vysky Stvorstena Ay A A3 Ay zostrojené z vrcholov A, A4 sa pretinaju
vtedy a len vtedy, ked A1 Ay L AsAsz. Ak sa tieto vysky pretinaju, po-
tom su steny Ay By A4B4, B3A3ByAs zhodné kosostvorce alebo Stvorce a
obréatene.

Kym prva cast vety vyplyva z predchadzajtcich vah, druh4 je dosled-
kom kolmosti A; Ay 1 AsAs a poznatku, Ze zo vSetkych rovnobeZznikov
maju navzajom kolmé uhlopriecky len kosostvorce a Stvorce.

Veta 3 uvadza nutnd a postacujicu podmienku existencie priesec¢nika
dvoch vysok Stvorstena. Pozrime sa na tito vetu detailnejsie.
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Ak A1 Ay | A5 Az, potom sa vysky z vrcholov Ay, A4 pretinaju v bode,
ktory oznacime Vi4. Kolmost je symetrickd reldcia, preto sa aj vysky z vr-
cholov A,,As pretinaju v bode Va3. Body Vig4, Va3 vSak nemusia byt to-
tozné.

Veta 4

Ak vo Stvorstene A1 Ay A3 Ay je A1 Ay L Az Az a Vig # Vas, potom plati

ViaVaz L A1 Ay a VigVosz L AsAs.

—_—
Dokaz. Ukazeme, ze skalarny sucin vektorov Vi4Vas, A1 A4 je nulovy. Podla
obr. 5 plati

VigVas - A1 Ay = (V14A1 + A1 Az + A3V23) CA Ay =

= A1A3 - A1Ay + AsVag - Ay Ay + VigAy - (A2A4 - A2A1) .

R
Z podmienok kolmosti vektora A3Vs3 na rovinu A; As A4 a kolmosti vektora
V14 A1 na rovinu As A3 Ay vyplyva

AsgVaz - A1 Ay = V14 Ay - As Ay = 0.

Analogicky plati A4V14-As A7 = 0, a tak po roznasobeni poslednej zatvorky
postupne dostavame

ViaVaz - A1 Ay = A1 As - Ay Ay — VigAy - AAy =
= A1As - A1 Ay — (A4A1 - A4V14) cAxA =

= A1A3 . A1A4 — A1A2 . A1A4 =
- <A1A3 — A1A2> AL A, =

= Ay Az - A1 A4 = 0.

Plati teda Vi4Va3 L Ay Ay. Analogicky odvodime, ze Vi Vos 1 A3 A3z, O

Veta 5
e
Vo stvorstene A; Ay AsAy, kde A1 Ay L AsAs, je velkost vektora Vi4Vas
dand vztahom

)V14V23‘2 = A1 Ay - AyAz + <V14A1 — V23AQ) : (V14A4 - V23As) .4
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Dokaz. Ponechdme oznacenie z vety 4. S vyuzitim priestorovych stvoru-
holnikov V14A1A2‘/ég a ‘/14A4A3Vv23 Vyplyva

ViaVaz = VigA1 + A1 Ay — Vaz Ay, ViaVoz = VigAs+ Ay Az —VasAs. (5)

Plati teda

— 2
“/14‘/%3‘

= <V14A1 + A1 As — V23A2) . <V14A4 + AgAsz — V23Ag) ;

z ¢oho vyplyva

“/14‘/23’2 = A1 Ay - AyAz + (V14A1 - ‘/23142) : <V14A4 - ‘/23143) +

+ Ay Ay - (VigAj = VagAg ) + As Ay - (VigA] — Vagds )

Pravé strana posledného vztahu je stii¢tom Styroch vyrazov. Posledné dva

z nich sa rovnaja nule, pretoze vektor V34 A je kolmy na rovinu A; Az Ay a
— —

vektor Vo3 Ao je kolmy na rovinu Ay A3Ay. Teda vektor (V14A1 — VggAg)

je kolmy na vektor A4As. Z toho vyplyva, Ze (V14Al — V23A2) CA A3 = 0.
Analogicky plati A; A - (V14A4 — V23A3> =0. O

Hovorime, Ze Stvorsten je ortocentricky, ak sa jeho vysky pretinaju
v jednom bode. Spolo¢ny priesecnik vySok sa nazyva ortocentrum a ana-
logicky s rovinnym pripadom trojuholnika sa oznacuje ako V.

Ak vo vete 5 plati Vag = V34, zjednodusi sa vztah (4), na tvar

0=A1Az AyA3+ (V14A1 - V14A2> : (V14A4 - V14A3> =2A1 A2 AyAs.
Tym sme zistili, Ze pre ortocentricky Stvorsten A; As Az A4 plati
A1Ay L AsAs a AjAs L AyA;.
Uvazujme eSte obratene. Nech pre Stvorsten A; As A3Ay plati
A1As 1L Ay As astasne AA; L A As.

Z podmienky A3 Ay 1 AsAs podla vety 3 vyplyva existencia priese¢nikov
Vig a Vas.
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Kedze A1As 1 A4As, tak A1 As - AyA3 = 0 a podla vety 5 plati

‘V14V23‘2 = (‘/14141 - V23A2> . <V14A4 - V23A3) .

Po substiticiach

ViaAr — VazAg = As Ay + ViuVas & VigAy — VasAs = A3 Ay + VigVas,

ktoré vyplyvaji z rovnosti (5), vztah upravime

2 2
‘V14V23’ = (A2A1 + A3A4) - V1aVaz + ‘V14V23’

V analdgii so vztahom (1) plati AsA; + A3A, = 2B3A;, a tak nakoniec
. u a v

dostaneme B3 A;-V14Vo3 = 0. Odtial vyplyva, ze V14 = Va3. Keby tomu tak

nebolo, bol by nenulovy vektor V34V23 kolmy k trom linedrne nezéavislym

vektorom BgAq, A1 A4 a As Az a to nie je moZné.
Predchadzajuce tvahy opét zhrnieme do vety.

Veta 6
Stvorsten je ortocentricky vtedy a len vtedy, ked ma dve dvojice kol-
mych protilahlych hran.

7 rovnobeznikov ma kolmé uhlopriecky len kosostvorec alebo Stvorec.
Pomocou obr. 6, na ktorom st zvyraznené (koso)Stvorcové steny, lahko
overime, Ze rovnobeznosten s dvomi dvojicami protilahlych stien tvaru ko-
sostvorca alebo $tvorca ma vietky hrany rovnakej dizky. Naviac st zvy$né
steny zhodné kosostvorce alebo Stvorce a tie ich uhlopriecky, ktoré sa pro-
tilahlymu hranami vpisaného §tvorstena, st navzajom kolmé. Utvar ma
tvar romboédra alebo kocky.

Obr. 6 Cast hranice rovnobeznostena opisaného ortocentrickému Stvorstenu
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Plati teda:

Veta 7

Stvorsten je ortocentricky vtedy a len vtedy, ked jemu opisany rovno-
beznosten ma navzajom zhodné hrany.
Veta 8

Ak pre Stvorsten A1A2A3A4 plati A1A4 1 A2A3 a A1A2 1 A3A4,
potom tiez A1A3 1 A2A4.

Na zaklade vety 7 vidime, zZe existencia spolo¢ného priesec¢nika vySok
Stvorstena urcuje zaujimavy druh opisaného rovnobeznostena. Skiisme este
uréit dlzku jeho hran.

Ozna¢me postupne d, e, f dlzku hrany a dizky uhloprie¢ok fubovolnej
steny rovnobeznostenu opisaného ortocentrickéhu Stvorstenu. Podla vety
o dizkach stran a uhlopriecok rovnobeznika plati’

4d? = % + f2. (6)

Pre kazdu stenu uvazovaného rovnobeznostena ma lava strana vztahu (6)
rovnakd hodnotu, kdezto

{e. f} € {{|A1Az], [AsAal}, {| A1 45|, [A2A4]}, {| A1 A4|, | A2 A5} }.

Dosadenim dizok hran tvorstena do (6) za hodnoty e, f a porovnanim
pravych stran ziskanych rovnosti zistime, ze ortocentricky Stvorsten spliia
vztah

|A1As|? 4 |AsAs]? = |A1As]? 4 |A2As]? = |A1 A5 + | A AL

Opiit je na mieste otazka, ¢ tento vzfah pre dizky hran opisaného rovno-
beznostena podmienuje aj existenciu ortocentra stvorstena. Pocitajme na-
sledovne:

|A1Az® + | A3 A = | A1 Aal® + |42 48],
A1Ay - A1As — A1 Ay - A1 Ay = AgAs - AgAg — AsAy - A3y,
(4043 - ArAy) - (4043 + A AY) = (AaAs - AgAy) - (A s+ AgAy )

~ApA;- (A Ay + A A7) = (A4 - A3A7) - A A,

2 Ak &itatel vetu nepozna, isto dokéze vztah 6 odvodit s vyuzitim Pytagorovej vety
a vlastnosti uhlopriecok kosostvorca alebo Stvorca.
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0= AyA, - ((A1A2 +A2A3) + (m —KAI)) 7
0= 24,4, - Ay Ay,

Z poslednej rovnosti vyplyva, zZe nenulové vektory m, m st na seba
kolmé.

Analogicky by sme dokédzali aj kolmost dalSej dvojice protilahlych hran.
To znamend, Ze pre ortocentricky Stvorsten mame dalSiu nutni a posta-
¢ujucu podmienku. Uvedieme ju ako vetu.

Veta 9
Stvorsten A; Ay A3 Ay je ortocentricky vtedy a len vtedy, ked plati

|A1As|® + | A3 A = | A1 Au]® + [ A2 As]” = |41 As|® + | Ao A .

Zaver

Vyucébe geometrie, a najméi stereometrie, nie je na Skolach venovana
takd pozornost ako v minulosti. Termin Stvorsten sa z ucebnic pomaly
vytraca a je nahradzany pojmom trojboky ihlan. Hoci ide o to isté te-
leso, z didaktického hladiska je medzi nimi podstatny rozdiel. Pri budovani
predstavy trojbokého ihlana vychddzame zo Standardného umiestnenia te-
lesa a rozliSujeme trojuholnikovi podstavu (zdkladiiu) od boénych stien.
Vrchol ihlana mé v porovnani s vrcholmi podstavy vynimoc¢nejSie miesto.
Ked model nepravidelného trojbokého ihlana poloZime na bo¢ni stenu,
zmeni sa jeho podstava a vrchol. Tento pristup obmedzuje rozvoj priesto-
rovych predstév. Stretdvame sa aj s uc¢itelmi matematiky, ktori si nedokazu
predstavif pravidelny $tvorsten vpisany do kocky.

Nas prispevok si klddol za ciel zozndmit, najmé mladsich ditatelov,
s niektorymi zdkladnymi vlastnostami Stvorstenov metédou prace s vek-
tormi ako s orientovanymi tseckami. Tato métoda sa v Skolach velmi ne-
pouziva, hoci ide o vhodny prostriedok k rozvoju geometrického myslenia.
Prispieva k spojeniu analytickej a syntetickej geometrie do jedného celku
a naviac, ma Siroké uplatnenie vo fyzike a v praxi.

Difame, Ze ¢lanok aspoii trochu obohatil ¢itatela, a Ze bude pre ucitelov
inspiraciou pre pracu s talentovanymi ziakmi v nepovinnej matematike.

Podukovanie. Autorovi je milou povinnostou podakovat RNDr. Pavlovi
Leischnerovi, PhD. z PF JU v Ceskych Budé&joviciach za mnohé cenné
rady a pripomienky, ktoré podstatnym spdsobom pomohli vylep$it po-
vodné znenie rukopisu.
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Cestou necestou
ke kombinatorice

PAVEL SALOM - MICHAL ROLINEK

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Cesty ke kombinatorice jsou urcité rozmanité a nevyzpytatelné, misty

krasné, misty pochmurné a slepé. Jednu z takovych cest vystizné popsal
student ucitelstvi, jehoz slova jsme si vypujcili z publikace [1]. ,, Kombina-
torika je ako Sportka. Nikdy neviem ¢i vziat vzorec na kombindcie, varidcie
alebo permutécie. Zvycajné netrafim. Nemam tu pevnd pédu pod nohami,
preto kombinatoriku nemam rad.“ Domnivame se, Ze pfic¢inou jeho nechuti
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