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Cestou necestou
ke kombinatorice

PAVEL SALOM - MICHAL ROLINEK

Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Cesty ke kombinatorice jsou urcité rozmanité a nevyzpytatelné, misty

krasné, misty pochmurné a slepé. Jednu z takovych cest vystizné popsal
student ucitelstvi, jehoz slova jsme si vypujcili z publikace [1]. ,, Kombina-
torika je ako Sportka. Nikdy neviem ¢i vziat vzorec na kombindcie, varidcie
alebo permutécie. Zvycajné netrafim. Nemam tu pevnd pédu pod nohami,
preto kombinatoriku nemam rad.“ Domnivame se, Ze pfic¢inou jeho nechuti
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ke kombinatorice je formalni poznani. Ctvefici vzorci

P(n) = nl,
n!
Vi(n) = n,

Cr(n) = k'(nnik)' - (Z>

vnimame jako pochmurnéjsi, mozna az slepou, cestu ke kombinatorice.

V chystaném vyukovém materidlu o kombinatorice proto chceme nabid-
nout jinou cestu. Chceme podnécovat objevovani, rizné fesitelské strategie
a predklddat zajimavé vyzvy. V prvni fadé ndm jde o aktivni zapojeni stu-
dentt do procesu, pii kterém se ,,déla matematika“. Napiiklad to znamena,
ze preferujeme prvné praci s urcitym jevem a az poté jeho pojmenovani
nebo pfipadné shrnuti pomoci vzorce. Nasim pfanim je nedavat navody,
ale podnécovat k tvorivému a logickému mysleni.

Rozhodli jsme se, ze kombinatorické ilohy budeme predkladat ve ¢tyrech
skupinach. Jednou z téchto skupin jsou tlohy, které se toci kolem poci-
tani cest mezi mésty a pravé tuto skupinu predstavime. Mésta symbolicky
kreslime pomoci kolecek a linky pomoci Sipek. Z pohledu matematiky jde
vlastné o objekty z teorie graf. Podivejme se jiz na samotné ulohy.
Uloha 1

a) V obou planech uréete pocet rtiznych cest z mésta nejzapadnéjsiho

do nejvychodnéjsiho.
b) Kterou linku je tfeba v pravém planu zrusit, aby poéty cest z nejza-
padnéjsiho mésta do nejvychodnéjsiho byly v obou planech stejné?
c¢) Pridejte do levého planu jednu linku tak, aby poCty cest z nejzé-

wevs

padnéjsiho mésta do nejvychodnéjsiho byly v obou planech stejné.
Naleznéte dva rizné zptisoby.
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Komentar. Vzhledem k tomu, Ze cest je méalo, prvni a zcela pfirozenou stra-
tegii Feseni ¢asti a) je cesty jednoduse zacit pocitat. Casto piitom dojde
k rozdéleni na ,horni“ a ,dolni“ cesty. Tim se pfirozené objevi kombina-
torické pravidlo souctu.

Césti b) a c) lze Fesit metodou pokus — omyl. Po¢itani cest v nékolika
podobnych situacich davd zaktim zkuSenosti a zaroven vytvari potfebu
rychleji pocet cest spocitat. To vede k sofistikovanéjsi strategii, ktera zacne
pouzivat i kombinatorické pravidlo souc¢inu. Pak je pocet cest v levém
planu 3 -2 4 2. Pro feSeni ¢asti c) potom zjistujeme, které z éisel 4-2 + 2,
3:342,3-2+3,3-2+4+2-2je 10. To ndm d4 dvé FeSeni &asti c).

Uloha 2
U kazdého z mést urcete, kolik do néj vede rtznych cest z mésta nejza-
padnéjsiho. Vysledky vepisujte do krouzkt.

Komentar. Uloha nabizi dalsi moznou strategii pro pocitani cest. Tento-
krate jde o jakysi ,tok cisel“. Chceme-li zjistit ¢islo ve vybraném krouzku,
potfebujeme znat ¢isla ve vSech krouzcich, ze kterych sméruje Sipka do
krouzku vybraného. Tento proces usnadiniuje porozuméni naptiklad kom-
vice nez dvé disla.

Uloha 3

a) Rozhodnéte, kterou z linek vyznadenych pferusovanou Sipkou mame
zrusit, aby se pocet cest z nejzapadnéjsiho mésta do nejvychodnéjsiho
snizil méné.

b) Pro kazdé z mést urcete, kolik do néj vede rtiznych cest z mésta
nejzédpadnéjsiho (bez ruseni jediné linky).

c) Pokud jste pocitali spravné, vysla vam v ¢asti b) v prostfednim fadku
t¥i prvocisla. Rozhodnéte, zda by vychazela prvocisla i dale, pokud
bychom soustavu linek prodlouzili ve stejném duchu.

Matematika — fyzika — informatika 23 2014 263



Komentdr. V &asti ¢) mame rozhodnout tvrzeni, pro jehoz platnost neni
zadny ,padny duvod“. Po prodlouzeni linek se ukaze, ze hned dalsi ¢islo
v prostfednim fadku neni prvocislo. Je zajimavé, ze pfi testovani tloh
mnoho zaku tvrdilo, ze prvocisla budou vychézet potad.

Uloha 4

Cisla v krouzcich znaéi, kolika riznymi zpiisoby se do daného mésta lze
dostat z toho nejzapadnéjsiho. Doplite linky tak, ze kazdé z nich smétuje
ze zapadu na vychod a protind pfesné jednu prerusovanou ¢aru.

© 6 00 6
® @ O | @ |
folns

Komentdr. Jde o dlohu inverzni k predchozim tloham. Podobné tulohy
povazujeme za vyzvu, protoze je nelze fesit zcela mechanicky. Pritom jsou
dostatecné jednoduché na to, aby i slabsi zaci zazili pti feseni tispéch a lze
je zkomplikovat tak, aby byly vyzvou i pro dobré zaky.

Pii této Teseni tlohy vlastné fesime dil¢i Glohy nasledujiciho typu: Na-
jdéte vSechna prirozena ¢isla x, y, pro néz plati

22z + 25y = 97.
Cisly = a y jsme si oznadili pocty cest vedouci do nejvychodnéjsiho mésta
na obrazku vpravo. Re$ime tedy vlastné linearni diofantovské rovnice.

Strategie pro feSeni této podilohy muze byt naptiklad takova, ze od ¢isla
97 odcitame cislo 25 tak dlouho, dokud nedostaneme c¢islo délitelné 22.
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Béhem testovani tloh jsme zprvu nepouzili pferusované ¢ary, coz vedlo
k obrovskému mnozstvi riuznych feSeni. Toho se da vyuzit k podpore tvo-
fivého mysleni. Pravdépodobné se pak objevi i ,degenerovana“ feSeni,
v nichz vSechny cesty vedou z mésta zapadniho (napfiklad do nejvychod-
néjsiho mésta tak vede vSech 97 cest z mésta zdpadniho).

Uloha 5
Kolikrat vice zptisoby se lze dostat z mésta A do mésta C' neZ z mésta
A do B?

Komentdr. Tato tloha pfipravuje naro¢nou myslenku — pracovat s nezna-
mym poc¢tem. Oznacime-li pocet zpusob, kterymi se 1ze dostat z A do B,
jako z, pak z A do C se lze dostat z-(2-(2-14+1+42-2)) = 14z zptisoby. Jde
vlastné o podobnou myslenku, jako kdyz pocitame pocet neusporadanych
trojic. Ten nepocitdme primo, ale fekneme, ze neuspofadanou trojici lze
usporadat 3 - 2 - 1 zptisoby. Potom vypocitame pocet usporadanych tro-
jic. Tato obecna myslenka byva pro zdky dosti naro¢na, proto se snazime
dopiat jim s touto myslenkou zkuSenosti.

Uloha 6

Kterd linka je pro néasledujici leteckou sit nejdileZitéjsi (tj. jeji zruseni
zpUsobi nejvétsi tbytek cest z nejzapadnéjsiho mésta do nejvychodnéj-
sitho)?

Komentdr. Zde je zajimava volba strategie. Pracnéjsi strategii je projit
vSechny moznosti. Po odebrani vybrané linky umime spocitat pocet cest.
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Vybereme-li postupné kazdou linku, najdeme feseni. Pomoci muze i urcita
intuice, kterd nam prozradi, ze odebrani nékterych linek zptisobi jen maly
ubytek.

Sofistikovanéjsi strategii je spocitat pocet cest jako

(2-243-1)-(1-2+42-3+1-1).

Odebrat jednu linku znamené vybrat si v tomto vyrazu jedno éislo, které
snizime o 1. Jsou-li v souc¢inu dvé rizna ¢isla, je vyhodnéjsi snizit to mensi
(napf. soudin 2 - 3 se vyplati snizit na 1 -3). Chceme si v kazdé zavorce
vybrat takovy soucin, ktery obsahuje nejvétsi ¢islo. V levé zavorce je to
soucin 3 - 1, v pravé zavorce souc¢in 2 - 3. V obou pfipadech se hodnota
soudinu zmensi o 3. Celkovy pocet cest se tak zméni bud o trojnasobek
hodnoty vyrazu v pravé zavorce, nebo o trojnasobek hodnoty vyrazu v levé
Zavorce.

7 téchto tvah vyplyva, Ze nejvétsi ubytek cest zptlisobi sniZzeni na
(2:24+3-0)-(1-242-3+1-1).

Uloha 7

Petr a Dan hraji hru. Hrac¢i v nasledujicim planu st¥idavé rusi jednu
z linek. Petr hraje prvni. Vitézi ten, po jehoz tahu jiz neni vychodni mésto
ze zapadniho dostupné.

a) Kdo z hra¢l si mize zajistit vyhru bez ohledu na to, jaké tahy voli
druhy hrac?

b) Pokud budou oba hrééi hrat bez chyb (tj. tak, aby co nejrychleji
vyhréli ¢i alesponi co nejvice oddélili prohru), kolik nejvice tahti mize
hra mit?

== o= o==©

Komentar. Linky lze vyuzit i pro kombinatorické hry. V této hie prohraje
ten hrac, ktery bude na tahu v situaci, kdy jsou kazdéa dvé sousedni mésta
spojena uz jen dvéma linkami. Takovou situaci mtze vynutit Dan napti-
klad tak, ze kdykoliv Petr zrusi linku mezi néjakymi dvéma mésty, Dan
odpovi zruSenim linky mezi tymiz meésty.
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Uloha 8
Urcete, kolika zptisoby se muzeme dostat do kazdého meésta z mésta
nejsevernéji polozeného. Nalezené hodnoty vpisujte do krouzkt.

@ &

Komentdr. Sit mést mé stejnou strukturu jako Pascaltiv trojuhelnik. Po-
moci podobnych tloh si mohou Zaci rovnéz uvédomit vztah

K dikladnému porozuméni je samoziejmé potieba mit prfedem rozmys-
leno, Ze pocet zpusob1, jakymi lze po Sipkach dojit do vybraného mésta,
odpovida presné prislusnému kombina¢nimu ¢islu.

Uloha 9

Letecky inspektor se chysta na okruzni let, v némz hodla proveérit kaz-
dou leteckou linku. Rozhodnéte, ve kterych leteckych sitich se mu to miize
poda¥it, aniz by néjakou linku vyuzil vicekrat (takové linky nazveme pri-
chodné).

X G E
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Uloha 10
V nasledujicich sitich prikreslete vzdy jednu linku tak, aby se sité staly
prichodnymi.

Komentar. Predchozi dvé tlohy zkoumaji grafy, které se bézné nazyvaji
eulerovské. Pomoci série uloh zaci objevi, Ze pro uskutecnéni okruzniho
letu je potieba, aby z kazdého mésta vedl sudy pocet obousmérnych linek.
Je totiz potieba odletét z kazdého mésta, do kterého pfiletime (a to i opa-
kované). Ve skuteénosti plati i obracené tvrzeni — pokud z kazdého mésta
vede sudy pocet obousmérnych linek, pak je mozné okruzni let uskutecnit.
Dikaz obraceného tvrzeni je uz prece jen o néco malo naroc¢néjsi, i kdyz
pro stfedoskolaky zvladnutelny.

V tradi¢ni vyuce bohuzel neni na podobné témata prili§ ¢asu, ale chceme
ukézat, ze ,prostfedi“ cest ma potencial i timto smérem.

Uloha 11

Navrhnéte leteckou sit, v niZ se lze z kazdého mésta do kazdého dostat
pomoci jedné ¢ vice navazujicich linek. Sit pfitom nemé byt priichodna a
nemd se stat prichodnou ani po pfidani a) jakékoliv linky, b) dvou jakych-
koliv linek, c¢) 2014 jakychkoliv linek. VSechny linky jsou obousmérné.

Komentdf. Uloha poskytuje zna¢ny prostor, protoze neni jasné, odkud se
v momenté, kdy uz vime, Ze pro uskuteénéni okruzniho letu je potieba,
aby z kazdého mésta vedl sudy pocet linek, je feSeni nasnadé. Pro feseni
Césti a) staci nakreslit libovolnou sit, v niZz alespon ze ¢tyf mést povede
lichy pocet linek. Pro feSeni ¢asti b) potfebujeme takovych mést alespor
Sest a pro FeSeni ¢asti c) dokonce 4 030. Prikladem vhodné letecké sité
mize byt ,hvézdice“, v niz je jedno mésto centralni a kazdé jiné mésto je
spojeno jen a pouze s centralnim meéstem.
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Podékovdni. Tento ¢lanek vznikl v ramci projektu SVV 2014-260105. Vy-
zkum byl podpofen Grantovou agenturou Univerzity Karlovy v Praze (pro-
jekt ¢. 1250213).

Literatura

[1] Hejny, M. a kol.: Tedria vyucovania matematiky 2, Slovenské pedagogické nakla-
datelstvo, Bratislava, 1990.

Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uverejiovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto ¢isle uvadime zadani dalsi dvojici tloh. Jejich fe-
Seni muzete zaslat nejpozdéji do 1. 12. 2014 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feseni uloh radi uverejnime.

Uloha 207
Dokazte, ze pro libovolna kladna redlna ¢isla a, b plati
2

(a+9) <a2+i+b8> > (a+b+ 1)

Kdy nastane rovnost?
Robert Geretschliger (Graz)
Uloha 208

Dokazte, ze ze sedmi libovolné zvolenjch prirozenych cisel lze vybrat
CtyTi tak, ze jejich soucet je délitelny cislem 4.
Jozef Kalinowski (Kalety)

Daéle uvadime feSeni tloh 201 az 204, jejichz zadani byla zvefejnéna
v prvnim a druhém ¢isle letosniho (23.) ro¢niku naseho éasopisu.
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