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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uverejiovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto ¢isle uvadime zadani dalsi dvojici tloh. Jejich fe-
Seni muzete zaslat nejpozdéji do 1. 12. 2014 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feseni uloh radi uverejnime.

Uloha 207
Dokazte, ze pro libovolna kladna redlna ¢isla a, b plati
2

(a+9) <a2+i+b8> > (a+b+ 1)

Kdy nastane rovnost?
Robert Geretschliger (Graz)
Uloha 208

Dokazte, ze ze sedmi libovolné zvolenjch prirozenych cisel lze vybrat
CtyTi tak, ze jejich soucet je délitelny cislem 4.
Jozef Kalinowski (Kalety)

Daéle uvadime feSeni tloh 201 az 204, jejichz zadani byla zvefejnéna
v prvnim a druhém ¢isle letosniho (23.) ro¢niku naseho éasopisu.
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Uloha 201

V nerovnoramenném pravouhlém trojihelniku ABC protne osa vnit¥-
niho thlu a osa vnéjsiho tthlu pii vrcholu C' pfeponu po fadé v bodech E
a F'. Dokazte, ze plati

|AE| - |AF| + |BE| - |BF| > |ABJ*.
Jaroslav Zhouf

Reseni. Bez ijmy na obecnosti predpoklddejme, ze |AC| > |BC|, tj. pro
velikost vnitiniho thlu pfi vrcholu B trojuhelniku ABC plati § > 45°. Bod
F' je potom bodem poloptimky opacné k polopfimce BA. Osy vnitiniho
a vnéjsiho thlu jsou kolmé, trojahelnik EFC je tedy pravouhly a stfed
S prepony EF je stfedem kruznice k jemu opsané. Velikost thlu CEB je
135° — 3, trojuhelnik ESC je rovnoramenny, proto velikost jeho vnitiniho
ahlu pfi vrcholu C je také 135° — 3 > 45° = |[S ECB| a bod S je tedy opét
bodem poloptimky opacné k polopiimce BA.

E\/

Uzitim véty o mocnosti bodu vzhledem ke kruznici k& pro body A a B
dostaneme

|AE| - |AF| = |AS|* — |ESP?,
|BE| - |BF| = |ES|*> — |BS|*.

Sectenim téchto vztaht koneéné ziskdme
|AE| - |AF|+ |BE| - |BF| = |AS|> — |BS|* =
= (|AS| - |BS|)(|AS| + | BS|) = |AB|(|AB| + 2|BS|) > |ABJ?,

coz jsme méli dokézat.

Spravna feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné a Jozef Mészdros z Jelky.
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Uloha 202

V aritmetické posloupnosti plati pro jista prirozena Cisla k a [
ar =20+ k a a; =2k + 1.

Najdéte vsechny takové posloupnosti.
Stanislav Trdvnicek

Resent. Pro ¢leny aritmetické posloupnosti s diferenci d a poc¢atecnim cle-
nem ay plati

ap =a; +dk—1) a aq=a;+d(l-1).

Proto
ar —a; = d(k — l)

Podle zadani ovSem plati
akfal:(2l+k)f(2k+l):lfk.

Odtud vidime, Ze bud d = —1 nebo k = [.
V ptipadé d = —1 pro ¢len a;, plati

ay — (k—1)=ar =21+ k,
tedy a; = 2(k+1) — 1 a pro libovolny n-ty ¢len a,, této posloupnosti plati
an=2k+0)-1-(n—-1)=2(k+1) —n.

V piipadé€ k =1 je feSenim libovolné aritmetickd posloupnost, ve které
pro jeji k-ty c¢len plati ap = 3k.
V pfipadé k # [ vyhovuje zadani jedina posloupnost

2k+1)-n)_,

v pripadé k = [ je feSenim libovolné aritmetickd posloupnost, ve které pro

jeji k-ty clen plati ap = 3k.

Spravna feSeni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy a Anton Hndth z Mora-
van.

Netplné feseni zaslal: Frantisek Jdchim z Volyné.
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Uloha 203

Necht O je stfed kruZnice opsané trojuhelniku ABC a D pata jeho
vysky z vrcholu A na stranu BC. Dokazte, ze osa thlu CAB je rovnéz
osou thlu DAO.

Erich Windischbacher (Graz)

Reseni. Oznaéme M stfed strany AC. Uvazujme tii pfipady pro velikost
vnitiniho thlu 8 pfi vrcholu B.

Necht 8 < 90°. V tomto pfipadé je bod D bodem polopiimky BC a
bod O bodem poloroviny AC'B. Velikost stfedového thlu AOC' ptislusného
obvodovému thlu ABC' na kruZnici trojuhelniku ABC' opsané je 2(3. Ze
shodnosti pravouhlych trojuhelniki AOM a COM je pak velikost thlu
AOM rovna (8 (viz obr. 1). Podle véty (uu) jsou pravouhlé trojtahelniky
ABD a AOM podobné, tedy jejich vnitini thly BAD a OAM jsou shodné.
Odtud jiz plyne dokazované tvrzeni, ze osa tthlu C'AB je rovnéz osou
dhlu DAO.

B ra \
B D U\ C Oobr.1

V pfipadé 5 > 90° se obdobnym zpusobem dokéze podobnost trojuhel-
nikdt ABD a AOM (viz obr. 2).

A

C Obr. 2
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Bod D je pfitom bodem polopfimky opacné k polopfimce BC a bod
O je bodem poloroviny opacné k poloroviné AC B. Odkud jiZz opét plyne
dokazované tvrzeni.

V pfipadé 5 = 90° splyne bod D s bodem B a bod O s bodem M a

tvrzeni zfejmé plati.

Spravna feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z G v Karviné.

Uloha 204
Necht pro redlnd éisla a1, as, as, . .., azg14 soucasné plati
2 2 2 19
ap=az 2> ...2a14 >0 a (54 + 55 + ...+ a3014 = -

Dokazte, ze plati nerovnost
a1+ as+asg+ ...+ asa > V2014.

Muze v této nerovnosti nastat rovnost?
Jozef Mészdros

Reseni. Pokud by ass3 = 0, platilo by vzhledem k usporadani
asq = aps = ... = ago14 = 0,
coZ je ve sporu s nerovnosti pro tyto ¢leny. Proto asz > 0. Ozna¢me dale
S=a1+ag+ ...+ a2014.
7 nerovnosti a; > as > ag > ... > as3 plyne
ay +as + ...+ asz > 53 asz. (1)

Pro libovolné pfirozené ¢éislo m (54 < m < 2014) plyne z nerovnosti
as3 > a., > 0 také nerovnost afn < a53a,,, priéemz rovnost nastava v pri-
padé a,, = as3 nebo a,, = 0. Podle zadani uzitim téchto nerovnosti plati

19
? < 0%4 + CL§5 + ...+ a%014 < ass ((154 +ass + ...+ a2014). (2)
Z nerovnosti (1) a (2) plyne
19
s = (a1 +a2+...+a53)+(a54+a55+...+a2014) > 53 as3 + Yo
53
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Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prumérem déle plati

19 / 19
> 24/53 ass - =V 2014,
2 ass 2 ass
coz jsme méli dokézat.

Rovnost zde nastane, pravé kdyz nastane rovnost ve vSech uzitych ne-
rovnostech. V uzité nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym pramé-
rem tedy plati

s >b3ass +

53@53 = %

_ /19
453 =\ 106

V nerovnosti (1) nastane rovnost, pravé kdyz

Odtud

a; =a = ... = 0as3,

a v nerovnosti (2) nastane rovnost, pravé kdyz existuje pfirozené ¢islo m
(54 < 'm < 2014) takové, ze soucasné plati

a54 = A5 = ... = Am = 053,
Gm41 = Q42 = ... = Q2014 = 0,
19 19
3:a§4+a§5+...+afn:(m753)a§3:(m753)1—06.

Odtud jiz snadno vidime m = 106. Proto nastane v dokazované nerovnosti
rovnost, pravé kdyz

19

a a107 = 108 = ... = ago14 = 0.
106

a1 = a2 = ... = 04106 =

Spravna feseni zaslal: Martin Raszyk z G v Karviné.

Pavel Caldbek
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