Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejnovani tloh tradiéni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto cisle uvadime zadéani dalsi dvojici tloh. Jejich fe-
Seni muzZete zaslat nejpozdéji do 1. 2. 2015 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze vSak v TpXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@Qupol.cz. Zajimava a originalni feSeni tiloh radi uverejnime.

Uloha 209

Je déna tise¢ka AK s vnitfnim bodem B a &tverce ABCD a BKLM

v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou AK. Dokazte, ze se pfimky AC, DL
a KM protinaji v jediném bodé.

Pavel Leischner

Uloha 210
Pro libovolnéa realna ¢isla p # —1 a ¢ dokazte: Rovnice

22+ pr+qg=0

mé v oboru redlnych ¢isel dva (ne nutné rizné) kofeny, z nichz jeden je
¢islo opac¢né k druhé mocniné druhého kotene, pravé kdyz plati

P —a)p+q9=@p+1)1¢
Jaromir Simsa

Daéle uvadime feSeni dloh 205 a 206, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve tfetim Cisle letosniho (23.) ro¢niku naseho ¢asopisu.
Uloha 205
Je dan pravouhly ¢tyrstén ABC D s pravymi thly pfi vrcholu D. Ozna¢me
K, L, M po fadé stfedy jeho hran BC, C A, AB. Dokazte, ze soucet veli-
kosti t¥1 ahla ve sténéach pfi vrcholu D ¢tyfsténu K LM D je 180°.
Jaroslav Svrcek

Reseni. Trojtuhelnik BCD je pravouhly, stfed K strany BC je stiedem
(Thaletovy) kruznice jemu opsané, plati tedy

1
IDK| = |BK| = |CK| = 5|BC|.

352 Matematika — fyzika — informatika 23 2014



Usecka ML je pfitom stiedni pfickou trojuhelniku ABC. Z vlastnosti
stfedni piicky dostaneme |ML| = 1|BC|. Proto plati

1
IDK]| = 5|BC| = [ML|. (1)
Analogicky dostaneme
1
IDL| = A = [KM], )
1
|DM| = 5|AB| = |KL|. (3)

Z (1), (2), (3) plyne ze trojuhelniky LK D, DML, MDK jsou podle véty
sss shodné s pfickovym trojuhelnikem K LM (a tedy i navzdjem shodné).

Soucet velikosti t¥i thli ve sténach pfi vrcholu D ¢étyrsténu K LM D je
tak roven souctu velikosti t¥i vnitinich thld trojuhelniku K LM, a je proto
180°, ¢imz je dikaz ukoncen.

Spravna Feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jachim z Vo-
lyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich, Markéta Ca-
ldbkovd, Jan Gocnik a Marian Poljak, vsichni z GJS v Pierové, Ondrej
Kincl z GOP v Praze 5, Lucien Sima z PORG v Praze 8, Radovan Svarc
z G v Ceské Ttebové a Pavel Turek z G v Olomouci-Hejéing.

Uloha 206

Necht R" znaéi mnozinu viech kladnych realnych &sel. Urcete viechny
funkce f: RT — R takové, %e pro viechna &isla z,y € R plati

wf@)=of(T) + i)
Pavel Calabek
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Reseni. Necht t je libovolné kladné realné ¢&islo. Substituci x = ty dosta-
neme

tyf(ty) =ty f(t) +yf(y). (4)

Rovnice (4) tak plati pro libovolnd kladna redlnd ¢isla ¢ a y. Zaménou
proménnych! ¢ a y dostaneme

ytf(yt) = ytf(y) +tf(t).

Tato rovnice mé s rovnici (4) stejny vyraz na levé strané, proto se musi
rovnat i vyrazy na jejich pravych stranach a pro libovolnéd kladna realna
¢isla y a t tak plati

tyf(t) +yf(y) =ytf(y) +tf(1).

Provedeme-li v této rovnici substituci y = 2 a oznacime a = 2f(2) € R,
dostaneme po Upravé

f(t):2f(2)-(1—1):a<1—1>.

Pro libovolné redlné ¢islo ¢ tak plati f(t) = a(1—1
(pevné dané, v naSem p¥ipadé 2f(2)) realné &islo.

Nyni provedeme zkousku. Pro libovolna kladné redlna ¢isla = a y je
vyraz na levé strané dané funkciondalni rovnice roven

), kde a je néjaké

:Ef(x)xa(lglc) =ax — a,

zatimco vyraz na pravé strané funkcionalni rovnice je roven
x 1 1
xf " +yf(y) =za|l— 5 |+yall— " = (ax—ay)+(ay—a) = ax—a.
Yy

Vidime tedy, ze vyrazy na pravé i levé strané zadané funkcionalni rovnice
jsou shodné pro libovolné realné ¢islo a.

1Rovnice (4) plati pro libovolna kladna realna ¢isla ¢t a y, mizeme v ni dvojici
proménnych (¢, y) nahradit dvojici proménnych (y, t), coz je dvojice libovolnych redlnych
Cisel.
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Dana funkcionalni rovnice ma nekoneéné mnoho feseni. Jsou jimi funkce
f: RT — R definované predpisem

f(w)a(ID,

kde a je libovolné realné cislo.

Jiné teseni podle M. Raszyka. Necht t je libovolné kladné redlné ¢islo.
Substituci x = 2t, y = t v zadané funkcionalni rovnici dostaneme

2F(2t) = 2L£(2) + (1),

zatimco substituci x = 2t, y = 2 dostaneme

2f(2t) = 20 £ (1) + 2£(2).

Levé strany predchazejicich vyrazi jsou shodné, musi proto byt shodné
i jejich pravé strany

20f(2) +tf(t) = 2tf(t) + 2f(2).

Oznadime a = 2f(2) a tGpravou predchézejici vyrazu obdrzime

f(t)za(1_1).

Zkouskou pak ovérime, ze kazda takova funkce je pro libovolné realné
¢islo a feSenim zadané funkcionalni rovnice.

Spravna feSeni zaslali: Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH
Ziirich, Jan Gocnik a Marian Poljak, oba z GJS v Pierové, Ondrej Kincl
z G O. Pavla v Praze 5, Radovan Svarc z G v Ceské T¥ebové a Pavel Turek
z G v Olomouci-Hejé¢iné.

Cestou do redakce naseho ¢asopisu se zatoulala spravna feSeni tloh 201
a 202 Martina Raszyka z ETH Ziirich, ¢imz se mu omlouvadme a zafazu-
jeme ho mezi Gspésné fesitele téchto tloh.

Pavel Caldabek
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