V této Casti seridlu jsme dikladné rozebrali algoritmy Sifrovani pomoci
nékolika vybranych snadnych transpozic. K zapisu programu jsme zvolili
skriptovaci jazyk JavaScript, jednak pro jeho dostupnost a jednak pro jeho
syntaxi, kterd je velmi podobné syntaxi Siroce rozsiteného programovaciho
jazyka C. V pristich ¢astech se seznamime s dalSimi transpozi¢nimi Siframi
a také s postupy jejich lusténi.
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Supersonicman — jeden projekt
v ramci medzipredmetovych
vztahov informatiky a fyziky

JAN BENACKA
Fakulta prirodnych vied, Univerzita Konstantina Filozofa, Nitra, SLOVENSKO

Clanok prezentuje model padu ¢loveka vo vzduchu, ktorého téelom
je zistit, ¢i je mozné pri padde dosiahnuf nadzvukovi rychlost. Model je
zaloZzeny na numerickom rieseni pohybovej rovnice Eulerovou metédou
v Exceli. Princip rieSenia a jeho implementacia st Tahko pochopitené uz
na tirovni gymnézia. Programovanie nie je pouzité. Studenti pri vytvarani
modelu ziskaji nové zruénosti v praci s tabulkovym kalkuldtorom a nové
vedomosti z danej problematiky.
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MS Excel ako nastroj fyzikalneho modelovania

Ucitelia objavili edukaény potencial tabulkového kalkuldtora uz podi-
atkom osemdesiatych rokov (treba vediet, Ze prvy tabulkovy kalkuldtor
VisiCalc bol vytvoreny v roku 1979 prave s cielom zefektivnit $tadium,
a to ekondémie a obchodu [1]).

Tabulkovy kalkuldtor dovoluje pouzivat problémové a heuristické me-
tédy, ktoré su blizke talentovanym ziakom. Len Specialne aplikacie vytvo-
rené vo vyvojovych prostrediach poniikaji rovnaké schopnosti pre analy-
zovanie vedeckych problémov. Vytvorit taktto aplikiciu, napr. v prostredi
Delphi, je pre talentovanych ziakov motivaciou zlepsit si svoje programé-
torské zru¢nosti; bohuzial, ide o ¢asovo naroény proces. Problém potreby
§tudia programovania kvoli moznosti pouzivat pocita¢ ako vyskumny né-
stroj je mozné vyriesit jednoducho pouzitim tabulkového kalkuldtora ako
nastroja na modelovanie.

Kjm ziskat vystup pomocou programovania je v kratkom case proble-
matické, numericky model systému je mozné v tabulkovom kalkuldtore
vytvorit takmer okamZite. Pouzivatel moze hned pristupif k vySetrova-
niu skiimaného systému a nestracat ¢as programovanim. Preto, ak ciefom
vyucby nie je samotné programovanie, ale pochopenie stuvislosti spétych
s istym javom a prejavujtcich sa zmenou hodnét istych veli¢in napr. v Case,
potom tabulkovy kalkuldtor by mal byt na prvom mieste v zozname moz-
nych néstrojov [1].

Schopnost kreslenia interaktivnych grafov spolu s analytickymi néstroj-
mi, ktoré Excel obsahuje, ho predurcéuju pre objavné, problémové,
Hnquiry® a iné pristupy k stidiu matematiky a prirodnych vied, ale nielen
ich. Tvorba interaktivnych modelov a vedecké badanie st délezitym moti-
vaénymi faktormi i pri §tadiu informatiky [2]. Za podmienky, Ze je Studen-
tom poskytnutd patri¢nd podpora, vedia si tito rychlo osvojit zruénosti
a vedomosti potrebné pre vytvorenie takychto modelov a nasledne pou-
7it tabulkovy kalkuldtor pre modelovanie naprie¢ predmetmi. Pri vytvéa-
rani modelu ziskavaju Studenti nové zru¢nosti a vedomosti nielen v praci
s tabulkovym kalkuldtorom, ale simultdnne postupne lepSie chdpu dani
problematiku. To robi tabulkovy kalkulator klic¢ovym komponentom kon-
struktivistického studia matematiky, informatiky a prirodnych vied.

Tento ¢lanok prezentuje jednu aplikaciu vytvorent v Exceli, ktora mo-
deluje péad ¢loveka z velkej vysky v atmosfére za ti¢elom zistit, ¢i je mozné
pri padde dosiahnuf nadzvukovt rychlost. Ide o problém na trovni, ktora
je typicky povazovand za univerzitni. Vdaka pouzitiu Eulerovej metédy
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rieSenia diferencidlnych rovnic v Exceli je problém lahko riesitelny uZ na
gymnéziu. Dalsie nastroje IKT, ktoré $tudenti vyuziju pri préaci s (mi-
nimélne) Internet na ziskanie informaécii, textovy editor pre vypracovanie
dokumentécie a prezentadny program. Projekt vychadza z ¢lanku [3], kde
je analyzovany legendarny zoskok J . W. Kittingera z vysky 31 300 m.

Projekt je podporeny nedavnym skokom Feliza Baumgartnera z re-
kordnej vysky 39 045 m.

Problém dosiahnutia rychlosti zvuku pri pade ¢loveka vo vzdu-
chu

Sestnasteho augusta 1960 uskutoénil kapitan USAF Joseph W. Kit-
tinger svoj legendarny zoskok z héliového baléna Excelsior III z vysky
31 300 m. Vo vyske 27 400 m dosiahol rychlost 274 m/s, ¢o je viac ako
0,9 rychlosti zvuku v danej vyske. Kittingerova hmotnost bola 142 kg,
spolu s trojstupnovym padidkovym systémom, zadznamovymi pristrojmi
a pristrojmi na prezitie. Kvoli nafiknutému pretlakovému obleku padal
akoby sediac v kresle, najprv na pravom boku, potom na chrbte [4]. Vy-
skytli sa dva problémy — Kittingerova prava ruka znacne opuchla kvoli
zlému tesneniu rukavice, a od 27 400 m do 21 300 m mal vazne dychacie
problémy kvéli tomu, Ze obruba, ktorou sa prilba pripaja k obleku, tlacila
na jeho hrdlo. Cielom zoskoku bolo demonstrovat, Ze vojenski piloti vys-
kovych lietadiel moZe prezit aj po zoskoku z vySok okolo 30 km. Ide o vyse
50 rokov stary rekord, ¢o sa tyka vysky, maximéalnej rychlosti a trvania
padu. Niektoré zdroje uvadzaja, ze Kittinger dosiahol rychlost 319 m/s,
¢o by bola v danej vyske nadzvukova rychlost.

Strnéasteho oktébra 2012 uskutoénil rakisky odvazlivec Felix Baum-
gartner v Novom Mexiku podobny zoskok. S pomocou najnovsej techniky
sa mu podarilo prekonat parametre Kittingerova zoskoku. Baumgartner
vysko¢il z vysky 39 040 m a dosiahol rychlost 373 m/s, ¢o je 1,24 ndsobok
rychlosti zvuku. Skokan padal dole hlavou v $pecidlnom obleku s rukami
a nohami vystretymi dozadu do tvaru pismena ,V*. Ako uvidime dalej,
je to jedna podmienok, aby ¢lovek volne padajici vo vzduchu dosiahol
nadzvukovi rychlost.

US Standard Atmosphere 1976

Jednym z vedeckych modelov atmosféry je US Standard Atmosphere
[5]. Vlastnosti jej prvych troch vrstiev do vysky 32 km st uvedené v ta-
bulke.
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Vrstva Vyska Hustota Teplota | Teplotny | Rychlost Nazov
nad morom prirastok zvuku
b 2 (m) | oy (kg/m®) | Ty (K) | Ly (K/m) | e (m/s)
0 0 1,225 288,15 — 0,0065 340,29 Troposféra
1 11 000 0,36391 216,65 0 295,07
2 20 000 0,08803 216,65 0,001 295,07 | Stratosféra
3 32 000 0,01322 228,65 0,0028 303,13

Teplotny prirastok L, je konStantny v ramci vrstvy b. Hustota gy, tep-
lota Tp, a rychlost zvuku ¢, platia pre spodok z, vrstvy b. Hustota o(z),
zp < 2 < 2341, je dané alternativne rovnicami

0= op[l + Ly(z — 2,)/Ty)) =P/ EetD), (1)

0= Qbe—ﬁ(z——Zb)/Tb)7 (2)
kde 8 = goM/R, R = 8,31432 J-mol 'K~ je molarna plynova konstanta
a M = 28,96461 kg-kmol " je kilomolova hmotnost. Rovnica (1) plati pre
vrstvy b =0 a b =2, kde L, # 0, rovnica (2) plati pre vrstvu b = 1, kde
Ly = 0.

Teplota T'(z), zp < z < 2zpt1, je dand rovnicou

T=T,+ Ly(z — 2zp). (3)
Rychlost zvuku ¢(z), zp < 2z < 2p41, je dand rovnicou
c=co/1+ Ly(z — ) /T (4)
TiaZzové zrychlenie g(z) je dané rovnicou
ro \°
= () 9

kde go = 9,80665m - s 2 je tiazové zrychlenie pri morskej hladine a ry =
= 6356 766 m je efektivny polomer Zeme.

Pozndmka:
Rovnica (5) je Tahko odvoditelna uz v 1. ro¢éniku gymnézia [6].
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Matematicky model volného padu vo vzduchu a Eulerova me-
téda

Ziaci v strednych skolach vo fyzike v prvom roé¢niku preberaji volny
pad. Pre mozného budtceho fyzika je dost demotivujice, ked sa na konci
hodiny dozvie, Ze prezentovand zaujimava tedria plati najblizsie na Me-
siaci, nakolko jej hlavny predpoklad, vakuum, je v pozemskych podmien-
kach nesplnitelny.

Jednou moznostou, ako vyriesit tento problém, je vytvorif numericky
model volného padu vo vzduchu zaloZeny na Eulerovej metdéde riesenia
diferencidlnych rovnic. Princip tejto metddy je lahko pochopitelny uz na
urovni prvého rocnika gymnézia, kde sa na fyzike preberaju nizsie uvedené
vzorce s tym, Ze pripadné zmeny premennych (indikované symbolom A)
by mali byt nekoneéne malé.

Na teleso hmotnosti m po6sobi v tiazovom poli Zeme smerom nadol
tiazova sila

Fe = mg. (6)

Vo vzduchu posobi smerom nahor sila odporu vzduchu [6]

F, = 0,5CSo?, (7)

kde S je maximalne plocha prierezu telesa kolmo na smer pohybu, ¢ je
hustota vzduchu, v je rychlost a C' je koeficient odporu vzduchu, ktory
zévisi od tvaru telesa.

Ak je rychlost podzvukovd, ¢o je menej ako 0,8 rychlosti zvuku (Mach
0,8), potom C' je konStanta, t. j. nezdvisi od rychlosti. Ak je rychlost
transsonicka, ¢o je medzi Mach 0,8 a 1,2, potom C prudko rastie. Vysledna
sila je

F:FG_F0~ (8)

Plati, Ze F' = ma, kde a je zrychlenie dané vztahom a = Av/At, kde ¢
je cas. Po dosadeni dostavame

A
mxz =mg — 0,55C ov?, (9)
¢o po uprave dava kludovy vztah
_ 2
Av = MAt. (10)
m
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Rychlost v ¢ase t = 0 s je nulovi, t. j. v(0) = 0. Rychlost v(t) je potom
dana rovnicami
—0,58C gv?
o 9= 055Cow?
m

v = At, v(0) =0, (11)
kde v na Tavej strane je ,nové v“ a v na pravej strane je ,staré v¥.

Plati, Ze Az = vAt. Nech h je vyska v ¢ase t = 0 s, t. j. 2(0) = h.
Vyska z(t) je potom

z =z —vAt, z(0) = h. (12)

Nech tiax je doba padu a n je pocet deliacich bodov intervalu (0, tyax)-
Potom At = tyax/n.

Uvedeny postup rieSenia je aplikovatelny na akykolvek problém dany
diferencialnou rovnicou 1. radu alebo ich systémom. Hlavnou podmienkou
pre to, aby bol model dostatoc¢ne presny je, aby interval nezavisle premen-
nej (zvycajne ¢as) bol rozdeleny na velky pocet podintervalov tak, aby sa
ich dizka priblizovala nule. Vtedy sa podiel diferencif blizi derivacii. Tabu-
Tkovy kalkulator ja idedlnym prostredim pre implementaciu tohto modelu,
a to bez programovania a v interaktivnej podobe, ¢o umoznuje Studentom
experimentovat so vstupmi, vySetrovat spravanie sa systému a najst hra-
ni¢né alebo limitné pripady. Je to zaujimavy sposob uvedenia Studentov
do pocitacového modelovania ako oblasti aplikovanej informatiky.

Implementacia matematického modelu v Exceli

Riesenie tilohy v Exceli Eulerovou metdédou je transparentné a nevyza-
duje programovanie. Aplikacia je na obrazku 1. Je pouzitych 5000 deliacich
bodov.

Biele bunky obsahuja vstupy:

C4 - efektivny polomer ry Zeme,

C5 - tiazové zrychlenie pri hladine mora gq,

C6 - pociatocné vyska h,

C7 - sucin plochy S a koeficientu odporu C,

C8 - hmotnost m,

F4 - dlzka ¢asového intervalu tmax,

F5 - pocet n deleni,

14:18 - parametre vzduchu zp, gy, Tp, Ly, Cp pre dant vrstvu atmosféry,
L4:L5 - konstanty R a M.

Matematika — fyzika — informatika 22 2013 68



Mach m/s match vmax matchz=0

| 6356 766|m toax | 1755
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Obr. 1

Sedé bunky obsahujii vzorce:
F6 =F4/F5,

L6 =C5%L5/L4,

B27:H5027 — pocitany model

Sd v nich nasledovné vzorce, (v zatvorke je uvedené ¢islo prislusnej rov-

nice):

B27 =0,

Cc27 =0,

D27 =C6,

E27 =$I$5*(1+$I$7+(D27-$I$4)/$I$6) "~ (-$L$6/$I1$7-1) (1)
F27 =$I$8*SQRT (1+$I$7*(D27-$I$4)/$I1$6) (4)
G27 =C27/F27,

H27 =$C$5*($C$4/ ($C$4+D27)) " 2 (5)
B28 =B27+$F$6;

€28 =C27+(H27-0.5%$C$7/$CHB*E27*C27+C27) *$F$6 (11)
D28 =D27-C28%$F$6 (12)

Vzorce v bunkach E27 :H27 a B28:D28 st skopirované nadol az po riadok
5027.

V bunkéch G27:G5027 st poéitané relativne rychlosti vzhladom k rych-
losti zvuku pre dané delenie intervalu (0, tiax)-
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Maximéalna relativna rychlost je v bunke 04 vypodéitand vzorcom
=MAX (G27:G5027).

Zodpovedajuca rychlost je v bunke P4. Je ndjdend nasledovne: bunka
R4 obsahuje funkciu =MATCH(04;G27:G5027;0), ktord odhora prehlada
bunky G27:G5027 a vrati poradové ¢islo maxima (vid. 04 na zaciatku a 0
na konci argumentov), t. j. v kolkej bunke je maximum, poé¢itajic 1 pre
G27, 2 pre G28, atd.

V bunke P4 je funkcia =0FFSET(C26;R4;0;1;1), ktora vrati obsah jed-
nej bunky (vid. 1, 1 na konci argumentov) posunutej od bunky C26 nadol
o hodnotu danti v bunke R4 a vpravo o 0. Funkcia teda vrati hodnotu
rychlosti nachiddzajicu sa v tom istom riadku, v ktorom sa nachadza ma-
ximum relativnych rychlosti (teraz st to bunky G601 a C601).

Aplikdcia na obr. 1 modeluje volny pad v troposfére (vyska do 11 km).
V tomto pripade mé zmysel uvazovat o rychlosti dopadu.

Rychlost dopadu je poc¢itand v bunkach T4:U6. V bunke T4 je funkcia
=MATCH(0;D27:D5027;-1), ktor4 prehlad4d bunky D27:D5027 a vrati po-
radové ¢islo vysky, ktord je rovnd nule alebo je najmensia kladné (vid. 0
na zaciatku argumentov a —1 na ich konci).

V bunke T5 je funkcia =0FFSET (D26 ;T4;0;1; 1), ktora vrati tuto vysku.
Plati, Ze je to odhora posledna nezaporna vyska.

V bunke U5 je funkcia =0FFSET(D26;T4+1;0;1;1), ktord vrati nasle-
dujtcu vysku, pre ktora potom plati, Ze je to prva zaporna vyska.

Tym sme v bunkéach T5 a U5 ziskali poslednii nezaporna a prva zaporna
vysku.

V bunkéch T6 a U6 st funkcie =0FFSET (C26;T4;0;1;1) a =0FFSET(C26;
T4+1;0;1;1), ktoré vratia hodnoty rychlosti zapisané v tychto riadkoch,
t. j. rychlosti v poslednej nezapornej a prvej zapornej vyske.

Rychlost pri dopade, t. j. ked sa vyska rovna nule, je vypoditana v bunke
P5 interpola¢nym vzorcom =T6-(T5-0)/(T5-U5) * (T6-U6).

Vypoditanad hodnota 53m - s~! (= 191km - h™') je rychlost, ktorou
by dopadol dany ¢lovek na zem. Pre volny pad v stratosfére (vyska nad
11 km, obr. 2 — 4) nemé zmysel uvazovat o rychlosti dopadu.

Poznamka:
Nakolko bunky R3:U7 obsahuju len pomocné funkcie a vzorce, je vhod-
né ich obsah presuntf vpravo do oblasti V3:W7 a stipce V:W skryt.

5 Analyza problému
Aplikicia s datami pre Kittingerov zoskok je na obr. 2.
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Obr. 2

Menime hodnotu parametra SC dovtedy, kym maximalna rychlost nie
je 274m - s'. Dostavame SC = 0,83m?. Pre vzpriament osobu plati
C ~ 1-1,3 [7]. Kittinger padal na boku a potom na chrbte, akoby sediac
v kresle, na chrbte s padakom a pristrojmi. Ak C' ~ 1, potom dostavame
S ~ 0,83m?2. Ak by sa hodnota C' pocas transsonického letu (rychlost
nad Mach 0,8; zhruba medzi ¢t = 30s a 55 s) zvicsila na C' ~ 1,3, potom
S ~ 0,64m?2, ¢o je este prijatelné. Tato verziu padu je mozna.

Z obr. 3 vidiet, ze pre dosiahnutie maximélnej rychlosti 319 m - s~
(Mach 1,08) by muselo platit SC = 0,46m?. Ak C ~ 1,0, potom S =
= 0,46m?, ak C ~ 1,2, potom S = 0,38m? a ak C ~ 1,3, potom
S = 0,35m2. Hodnoty plochy S st prili§ malé. Je vyltcené, aby Kittinger
dosiahol tuto rychlost.

1
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Obr. 3
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Obr. 4 zndzornuje, ze pre dosiahnutie rychlosti zvuku (Mach 1) by
muselo platit, ze SC = 0,62m?. Ak C ~ 1,0, potom S = 0,62m?, ak
C ~ 1,2, potom S = 0,52m? a ak C' ~ 1,3, potom S = 0,48m?. I tieto
hodnoty S st prili§ malé pre Kittingerov spdsob padu. Moznost, Ze by
Kittinger bol mohol dosiahnut rychlost zvuku, je v podstate vylicena.

Mach _m/s _ match vmax
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g | 980865ms* | n [5000 p2 | 0,08803kg/m® | M_|0,02896461|kg/mol
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sC 062|m? Lo | 0,001[kim
m 142|kg ¢ | 29507|mfs

vic (M) z (m)

il 35000

10

09 30000

08 25000

07

06 20000

05 15000

04

03 10000

02

; 5000

01 6 tls)
00 0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 B0 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Obr. 4

Kvalitativne iny pripad ale nastal pri zoskoku Felixa Baumgartnera,
ktory padal dole hlavou, s rukami a nohami natiahnutymi dozadu
a s vhodne tvarovanym nakladom. Pre takjto systém pohybujici sa pod-
zvukovou rychlostou plati, Ze C' < 1, takZe hodnota C' ~ 1 je pri rychlosti
zvuku mozna. Zodpovedajtca plocha S = 0,62 m? je prijatena. V pripade,
ze m = 100kg, pre dosiahnutie rychlosti zvuku dostavame SC = 0,43 m?,
¢o pri C' ~ 1 dava S = 0,43m?, o je prijatelné.

Obr. 1 znézornuje ako by prebiehal pad z vysky 11 000 km, t. j. z hornej
hranice troposféry. V tejto vyske sa pohybuju dopravné lietadla. Vidiet, Ze
maximalne rychlost je 88 m -s!, &o je Mach 0,29. Preto, aby maximélna
rychlost bola 100m - s !, by muselo platit, ze SC = 0,62m?. Pre m =
= 100 kg vychadza SC = 0,44 m?. Oba pripady st mozné.
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ZPRAVY

6. Stfedoevropskd matematicka

olympiada

6TH MIDDLE EUROPEAN
MATHEMATICAL OLYMPIAD
SOLOTHURN 2012
SWITZERLAND

Sesty ro¢nik Stiedoevropské mate-
matické olympiddy (Middle European
Mathematical Olympiad — MEMO) se
uskutecnil ve dnech 6.-12. zari 2012 ve
Svycarském Solothurnu. Soutéze se letos
zGcastnilo 60 soutézicich z deseti stfedoev-
ropskych zemi (Svycarsko, Némecko, Ra-
kousko, Slovinsko, Chorvatsko, Madarsko,
Slovensko, Litva, Polsko a Ceska repub-
lika). Kazdou zemi reprezentovalo Sesti-
¢lenné druzstvo. Do ¢eského reprezentac-
niho tymu byli pro tento soutézni roc-
nik vybrani nejaspésnéjsi ucastnici ustred-
niho kola 61. ro¢niku MO, ktefi v uplynu-
lém skolnim roce (2011/2012) nematuro-
vali a soucasné v roce 2012 nebyli ¢leny
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Ceského reprezentacniho druzstva na 53.
IMO v Argentiné.

Slozeni ceského tymu na 6. MEMO
bylo nésledujici: Lubomir Grund (7/8
GChD Praha 5), David Hruska (7/8 G
Plzen, Mikulasské ndm.), Ondrej Hiibsch
(7/8 G Praha 6, Arabska), Stépdn Simsa
(7/8 GJJ Litométice), Ondrej Skdcel (6/8
G Sternberk) a Jakub Vancura (3/4 G
Brno, tf. Kpt. Jarose). Vedoucim éeské de-
legace a jejim zastupcem v jury byl RNDr.
Jaroslav Svrcek, CSc., z Piirodovédecké
fakulty Univerzity Palackého v Olomouci
a pedagogickym vedoucim byl doc. RNDr.
Jaroslav Zhouf, Ph.D., z Pedagogické fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze.

Jednim z hlavnich cila MEMO je
umoznit mladym talentovanym stfedosko-
laktim porovnat své matematické znalosti
s vrstevniky ze zemi stfedni Evropy a
poznat tak atmosféru mezinarodni mate-
matické soutéze, ktera probiha za podob-
nych podminek jako Mezinarodni mate-
matickd olympidda (IMO). Na rozdil od
IMO, kterd je pojata jako soutéz jed-
notlivel (soutéz druzstev neni podle sta-
tutu soutéZe povazovana za oficidlni), je
prvni soutézni den na MEMO vyhrazen
vzdy soutézi jednotlivct a druhy soutézni
den pak soutézi druzstev. V ramci sou-
téze jednotlivcll jsou zakim piedlozeny
vzdy 4 soutézni ulohy, na jejichz FeSeni
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