MATEMATIKA

Stavby z kostek
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Pri vyuce budoucich uciteli matematiky se fadu let setkavame s tim,
ze studenti mivaji problémy s pochopenim a znazornovanim prostorovych
situaci. Jde napiiklad o nacrtnuti moznych poloh tifi rovin v prostoru,
Pritom se jiz bézné predpoklada, ze uvedené dovednosti ziskali zaci na
zékladni a stredni skole.

S cilem zlepsit pfipravu budoucich uciteli na MFF UK v Praze jsme se
rozhodli inovovat nékteré didakticko-metodické predméty tak, aby byly vy-
tvoreny optimalni podminky pro prohlubovani geometrické predstavivosti
nasich studentt. Nasi snahou je dat jim dostatecné zéklady k tomu, aby
byli v budoucnu ve své pedagogické praxi schopni systematicky rozvijet
predstavivost svych zakt. Tyto snahy jsou podpofeny rozvojovym projek-
tem MSMT Inovace didaktické pripravy v studijnim oboru ,Matematika
zamérend na vzdélavdni®.

Z pohledu psychologti jsou pro rozvoj geometrické predstavivosti dile-
zita predevsim obdobi predskolniho a mladsiho Skolniho véku. I pozdéji
lze ale geometrické mysleni a prostorovou piedstavivost studentii rozvi-
jet, i kdyz jde o pomalejsi a dlouhodobéjsi proces, ve kterém se vyuziva
predevsim logické mysleni jedince. Pro rozvoj predstavivosti je dulezity
vlastni prozitek a zkuSenost. Je proto nezbytné, aby zék pracoval v hodi-
nach geometrie s prostorovymi objekty, napt. s modely téles véetné jejich
siti, a modeloval si prostorové situace.

V ptijimacich zkouskach na viceletd gymnazia i na ¢tyrleté stfedni skoly
se vyskytuji illohy na obarvovani stén krychle, jak ukazuje nasledujici ilu-
stracni priklad.
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Krychle je obarvena na bilo a rozrezana ma 27 shodnych krychlicek
(obr. 1).

a) Kolik z nich bude mit bilou prdvé jednu sténu?

b) Kolik z nich bude mit bilé pravé dvé stény?

¢) Kolik z nich bude mit bilé prdvé tFi stény?

d) Kolik z nich nebude mit obarvenou ani jednu sténu?

Obr. 1 Obr. 2

Uvedeny priklad ¢ini obtize tém zaktim, ktefi vychéazeji pouze z obrazku
a nepfedstavi si dané téleso. V tom pripadé uvazuji casto jen krychlicky
ve tiech viditelnych sténich zobrazené krychle. Uloha d) je ze zadanych

vy

kol nejtézsi; asta odpoved zni nula.*

Skladani a obarvovani krychli

Ukéazeme si jednu z moznosti, jak lze zaky privést k tspésnému feseni
ptiklad® na obarvovani krychli s podporou modelt. Pti praci mtze ucitel
pro demonstracni ucely pouzivat papirové modely krychle a pohadkové
kostky (obr. 2). Pokud pohddkové kostky pfinesou i zici z domova, mohou
s nimi pracovat ve skupinach v lavicich. V dalsi ¢asti ¢lanku predpokla-
dame tuto variantu.

Nejdiive se budeme zabyvat jednou kostkou, na které si zaci zopakuji
pocty stén, pocty hran a pocty vrchold krychle. Odpovéd na otazku, kolik
stén této krychle je tieba obarvit, je v tomto pripadé velmi jednoduché.

Pokracujeme nasledujicich tkolem: Sestavte krychli, kterd je sloZena
z vétstho poctu kostek. Kolik kostek je k tomu potreba nejméné?

Ukol mtizeme modifikovat tak, Ze k jedné kostce pFilozime druhou kostku
(obr. 3) a z4ci maji doplnit toto t&leso tak, aby vznikla krychle slozend z co
nejmensiho poc¢tu kostek. (Lze ocekavat, ze néktefi zaci v tomto piipadé
vytvoii v prvni chvili téleso-kvadr slozené z 2 x 2 x 1 kostek.) Ziskali jsme

1To potvrdilo i Setfeni mezi zaky zakladnich a stfednich skol, které jsme realizovali
spole¢né s RNDr. Ivou Malechovou, CSc. v roce 2002.
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krychli, ktera je sloZena z 2 x 2 x 2 kostek, struéné krychli 2 x 2 x 2 (obr. 4).
Zéci by si méli véimnout, Ze pocet vrcholii, hran a stén vysledné krychle
se nemeéni.

Obr. 3 Obr. 4

Nasleduje dalsi tikol: Predstavte si, Ze bychom celou tuto krychli (obr. 4)
natreli bilou barvou. Kolik bile obarvengch stén budou mit jednotlive kostky,
ze kterych je krychle sloZena? Nezapomerite na dolni podstavu krychle.

I zde je snadné odpovéd — kazda kostka méa prévé tii stény obarvené
bilou barvou. Uvedeny tkol mizeme doplnit otazkou, jak by se situace
zménila, pokud bychom dolni podstavu krychle nenatirali.

Zadany kol dale rozvijime. Zéaci maji nyni doplnit krychli sloZenou
z 2 X 2 x 2 kostek tak, aby opét vznikla krychle a byl pouzit co nejmensi
pocet kostek. Muzeme také postupovat tak, ze k jiz vytvorené krychli
(obr. 4) pfiddme jednu kostku (obr. 5) a pozadujeme na zacich, aby Fesili
stejny tkol. V obou ptipadech ziskaji krychli slozenou z 27 kostek (obr. 6).

Obr. 5

Uloha na obarveni krychle 3 x 3 x 3 je jiz zajimavéjsi. Mtizeme zadéavat
zéktm stejné tkoly, jako jsou v tloze na zacatku ¢lanku. Za vhodnéjsi va-
riantu vSak povazujeme zacit tim, jaky je nejvétsi mozny pocet obarvenych
stén na jedné kostce v krychli a kolik takovych kostek v krychli je. Pak lze
zjistovat, kolik kostek v krychli mé& mensi pocet obarvenych stén, jaké jsou
moznosti a poéty obarvenych stén na jedné kostce. Zaci by tak postupné
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méli urcit, kolik kostek ma obarvené 3 stény, 2 stény a 1 sténu. Dulezité
pro Uspésné feseni je, aby zaci nezapomnéli na kostky v dolni podstave
krychle; k tomu lze napf. vyuzit papirovy model krychle s naznacenymi
fezy (obr. 1). Kli¢ovou otazkou je, zda kazda kostka mé aspoti jednu sténu
obarvenou, tj. zda Zaci sami pfijdou na to, Ze jedna takova kostka uvnit¥
krychle existuje. O tom se mohou pfesvéd¢it rozebranim krychle (obr. 7).

Obr. 7 Obr. 8

Lze vytvotit fadu dalsich tkolt, ve kterych klademe na krychli 3 x 3 x 3
dalsi pozadavky — neobarvime jednu sténu krychle, pfipadné dvé stény,
nebo odebereme ze stavby nékteré kostky a feSime opét tlohy na pocty
obarvenych stén kostek v dané stavbé. Takovym télesim budeme v tomto
¢lanku tikat krychlovd télesa, priCemz mezi né pocitame i krychli.

Navazujici priklad krychle slozené ze 4 x 4 x 4 kostek je uz obtizné
realné modelovat vzhledem k poctu 64 potiebnych kostek. Muzeme vSak
pouzit papirovy model krychle s naznacenymi fezy (obr. 8) a Fesit obdobné
tkoly jako pro krychli 3 x 3 x 3. Zaci by postupné méli uréit, Ze pravé
tfi obarvené stény ma 8 kostek u vrcholi krychle, pravé dvé obarvené
stény mé 24 kostek (u kazdé hrany krychle jsou 2 takové kostky) a pravé
jednu obarvenou sténu mé 24 kostek (v kazdé sténé krychle jsou 4 takové
kostky). Nejtézsi na predstavivost je tkol, kolik kostek nem4 zadnou sténu
obarvenou. V tomto pripadé zaktim muze opét pomoci naznaceny model
z kostek (obr. 9), aby dospéli k zavéru, ze takovych kostek je 8.

Obr. 10
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Uvedené tlohy jsou vhodné pro 6. ro¢nik zakladni skoly nebo pro odpo-
vidajici ro¢nik viceletého gymnazia. Obtiznost tloh se stupiiuje s rostoucim
poctem kostek, ze kterych krychli vytvarime. V tématu o algebraickych
vyrazech, které byva zafazeno v 8. ro¢niku, lze feSit tlohu na obarveni
krychle, ktera je slozena z n x n X n kostek, kde n je libovolné pfirozené
¢islo. Pro vétsi n si zaci tuto situaci jen obtizné predstavi, mohou vsak vy-
chazet napriklad ze zkuSenosti s krychli 4 x 4 x 4. Pocet kostek v krychli,
které maji obarvené prave tii stény je stale stejny, a to 8; jedna se o kostky
u vrchold krychle. Pocet kostek, které maji obarvené pravé dvé stény, je
12(n — 2); tyto kostky se vyskytuji u kazdé hrany krychle mimo ,vrcho-
lovych® kostek. Kostky s pravé jednou obarvenou sténou tvori ,vnitiky
stén krychle® bez ,hrani¢nich® kostek; v kazdé sténé je jich (n — 2)2, cel-
kem 6(n —2)2. Kostky, které nemaji zédnou sténu obarvenou, tvoii vnit¥ni
»jadro“ ve tvaru krychle o délce hrany n — 2 kostek; celkem tedy ,,jadro“
obsahuje (n — 2)3 kostek.

A zde je velmi p&kna prileZitost pro tpravy algebraickych vyrazt. Zaci
by méli zkontrolovat, Ze soudet po¢tit uvedenych kostek dava n® a Ze tedy
plati

8 +12(n —2) 4 6(n —2)% + (n — 2)3 =nd.

Pokud Zaci neznaji vzorec pro tfeti mocninu dvoj¢lenu, lze vyraz na levé
strané vytykanim upravit na tvar

8+ (n—2)[12+6(n—2) + (n —2)].

Z4ci mohou také zpétné ovétit, Ze pro n = 2,3, 4 je skuteéné pocet kostek
v ,jadru®“ krychle roven
(n—2)3.

Mizeme pokracovat tikolem, aby zaci vyjadrili pocet kostek, které je tfeba
doplnit ke krychli nxn xn tak, aby vznikla krychle (n+1) x (n4+1) x (n+1):

(n+1)*—n®=3n>+3n+1
Ze ziskaného vysledku je vidét, ze se pridava vzdy lichy pocet kostek.

Crtani a rysovani krychlovych téles

Pri sklddani a obarvovani krychli je ucelné vést zaky k ¢értani a ryso-
véni pfislusnych prostorovych ttvari. Pouzivame pfitom volné rovnobézné
promitani, kdy kolmice k nakresné zobrazujeme nejcastéji jako primky
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s odchylkou 45° od vodorovného sméru a délky na nich zkracujeme na
polovinu.

Jedna se zejména o vyznaceni vedeni fezli na krychli 3 x 3 x 3 a krychli
4 x4 x4 (obr. 1, obr. 8). Pokud Zaci tyto ilohy zvladnou, je mozné vénovat
se dalsim ukoltim. Ptedlozi se nacrtek stavby z kostek (obr. 10) a Zaci
k nému sestavuji redlny model. Déle lze pokracovat v ¢rtani a rysovani
téles, ktera vznikla odebranim nékolika kostek z pivodni krychle; pfitom
maji zaci vyznacit i hrany téch kostek, které jsou po odebrani vidét.

Vypo¢éty povrchu krychlovych téles

Pii vytvareni krychlovych téles z kostek se zcela prirozené nabizeji ulohy
na vypocty jejich povrchi.

Pro ilustraci si ukdzeme nékolik uloh.

Které z uvedenych krychlovych téles (obr. 11, 12, 18, obr. 4) sestavenych
z 8 kostek md nejvétsi povrch? (Krychlové téleso na obr. 12.) A které z nich
md nejmens? povrch? (Krychle 2 x 2 x 2 na obr. 4.)

Obr. 11 Obr. 12 Obr. 13

Z krychle 2 x 2 x 2 odebereme jednu kostku. Je povrch vzniklého krych-
lového télesa vétsi, stejny, nebo mensi neZ povrch dané krychle? (Povrch
je stejny.)

Odeberte z krychle 2 x 2 x 2 prdvé 2 kostky tak, aby povrch vzniklého
télesa byl roven povrchu dané krychle. (Viz obr. 14.)

Z krychle 3 x 3 x 3 odeberte jednu kostku tak, aby povrch vysledného
krychlového télesa byl vétsi nez povrch krychle. (Viz napt. obr. 15.)

Dalsi tlohy na ¢értani a rysovani krychlovych téles a na vypocty jejich
povrchu lze nalézt v uvedené literature.
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Polibky kruznic: Archimedes

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budé&jovice

Z arabskych ptekladid Thabita ibn Qurry (836-901) jsou znamy dvé
prace, v nichz Archimedes (387-212 pf. n. 1.) zkoumal vlastnosti rtiznych
konfiguraci kruznic a pfimek. Prvni z nich, Kniha o dotycich kruhi, je
dostupné snad jen z Rozenfeldova piekladu [1, s. 422-440] do rustiny. Na
konci ¢lanku z ni uvedeme nékolik tloh. Druhy spis, Kniha lemmat ([5, s.
301-318] nebo [1, s. 391-400]), byl doplnén arabskym uéencem Almochtas-
sem Abilhasanem Hali Ben Ahmadem. Nelze v ném pfesné rozlisit, co je
puvodni a co bylo pfidano pozdéji. Neni vSak pochyb, ze poznatky o arbelu
(obuvnickém nozi) pochézi od Archimeda. Sezndmime se s nimi.

Véta L1!

Maji-li kruznice m(M;ry) a n(N;re) s vnitinim dotykem v bodé T

rovnobé&zné priméry AB a CD (oznalené v souladu s obr. 1), pak bod

1Pismenem L oznacujeme véty z Knihy lemmat a pismenem K véty z Knihy o doty-
cich kruznic. Cislo odpovidé pofadovému ¢&islu véty v ptislusné publikaci. Texty vét a
dukazi, i symboly, jsem upravil do dnesni formy vyjadfovani, obsah je zachovan.
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