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Polibky kruznic: Archimedes
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Z arabskych ptekladid Thabita ibn Qurry (836-901) jsou znamy dvé
prace, v nichz Archimedes (387-212 pf. n. 1.) zkoumal vlastnosti rtiznych
konfiguraci kruznic a pfimek. Prvni z nich, Kniha o dotycich kruhi, je
dostupné snad jen z Rozenfeldova piekladu [1, s. 422-440] do rustiny. Na
konci ¢lanku z ni uvedeme nékolik tloh. Druhy spis, Kniha lemmat ([5, s.
301-318] nebo [1, s. 391-400]), byl doplnén arabskym uéencem Almochtas-
sem Abilhasanem Hali Ben Ahmadem. Nelze v ném pfesné rozlisit, co je
puvodni a co bylo pfidano pozdéji. Neni vSak pochyb, ze poznatky o arbelu
(obuvnickém nozi) pochézi od Archimeda. Sezndmime se s nimi.

Véta L1!

Maji-li kruznice m(M;ry) a n(N;re) s vnitinim dotykem v bodé T

rovnobé&zné priméry AB a CD (oznalené v souladu s obr. 1), pak bod

1Pismenem L oznacujeme véty z Knihy lemmat a pismenem K véty z Knihy o doty-
cich kruznic. Cislo odpovidé pofadovému ¢&islu véty v ptislusné publikaci. Texty vét a
dukazi, i symboly, jsem upravil do dnesni formy vyjadfovani, obsah je zachovan.
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B lezi na pfimce T'D a bod A na piimce T'C. Analogické tvrzeni plati i
tehdy, kdyz maji kruznice vnéjsi dotyk.

Obr. 1 K dikazu véty L1

7 dnesniho pohledu je véta zfejmym diisledkem stejnolehlosti kruznic.
Archimedes ji dokéazal vypocétem velikosti thlu T'BD. VyuZil rovnobéz-
nik KBNM a podobnost rovnoramennych trojuhelniki BTN a DBK
(obr. 1).

Arbelos

Je-li AB tsecka s vnitfnim bodem C, pak atvar ohranic¢eny polokruz-
nicemi m, n a k umisténymi po fadé nad praméry AB, AC a CB v téze
poloroviné s hrani¢ni pfimkou AB nazveme arbelos ABC.

Véta L5

Jestlize v arbelu ABC oznaéime ¢ spole¢nou te¢nu kruznic k a n s bodem
dotyku C' (obr. 2), pak kruznice vepsané do utvari ohranicenych Garami
m, n, t am, k, t jsou shodné.

Dikaz. 'V souladu s obr. 2 ozna¢me u a v vepsané kruznice, H E primeér
kruznice u rovnobézny s useckou AB a F, G body dotyku kruZnice u
s polokruznicemi m, n. Podle véty L1 jsou (A, H, F), (B,E,F), (A,G,E)
a (C,G, H) kolinearni trojice bodi.

Necht je dale D prisecik pfimky AF s te¢nou ¢ a J prisecik polokruz-
nice m s pfimkou AFE. Bod E je ortocentrum trojuhelniku ABD, nebot
je prusecikem jeho vysek BF a DC'. Je tedy AE1BD. Podle Thaletovy
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véty je pravy i thel AJB. To znamend, Ze bod J lezi na piimce BD a
BD || CH. Odtud a z faktu, ze i AC || HE, plyne

|AB|: |BC|=|AD|: |DH| = |AC|: |HE]
a pro prumér d = |HE| kruznice u dostavame

_ |AC]-|CB|

d B (1)

Ze symetrie vztahu je zfejmé, Ze totéz plati pro primér d’ kruZznice v.
Kruznice v a v jsou shodné. O

Obr. 2 K dtkazu véty L5

Problém L6
V arbelu ABC je |AC|:|CB| = 3:2 (nebo jiny pomér). Uréete pomér
|GH| : |AB|, kde GH je pramér kruznice u vepsané do arbelu.

Reseni. Necht GH || AB a D, E, F jsou po fadé body dotyku kruznice u
s polokruznicemi m, n, k (obr. 3). Podle véty L1 jsou (D, G, A), (D, H, B),
(E,A H), (E,C,G), (F,B,G) a (F,C, H) kolinearni trojice bod.

Oznaéme jesté R prisecik tsecky BD s polokruznici k, S prusecik
usecky AD s polokruznici n a L, M, P, @ pruseéiky pfimek CS a AFE,
CR a BF, GL a AB, HM a AB (v uvedeném pofadi).
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Podle Thaletovy véty jsou uhly AEC, ASC, CFB a CRB pravé, tedy
L je ortocentrem trojuhelniku ACG a M ortocentrem trojuhelniku CBH.
Piimky GL a HM jsou kolmé na AB a plati GP || HQ.

D
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m
G H
n S
E g k
R
L
M
A P C 0 B
Obr. 3 K feSeni problému L6
Z faktt CS || BD a GP || HQ dostavame
|AC| : |CB| = |AL| : |LH] = |AP| : |PQ| @)
a ze vztahit CM || AG a HQ || GP analogicky plyne
|BC| s [CA| = [BM] : |MG| = |BQ| : |QP]. 3)
Vztahy (2) a (3) vedou k rovnosti
|AP[: |PQ| = |PQ| : |@B|. (4)

Délky |AP|, |PQ| a |QB| jsou tedy po sobé jdouci ¢leny geometrické po-
sloupnosti s kvocientem

__|AP| _JAC] 3

S pPQl o BC] 2

(Archimedes napsal, Ze tsecky AP, PQ a QB jsou v souvislém poméru.)
Odtud plyne

|BQ|: |QP|:|PA|:|AB|=4:6:9:19,

resp. pro
|AC|: |CB]=X:1

90 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



dostaneme
IBQ|: |QP|: |PA|: [AB]=1:X: A% (1+ X+ )?).
Zdveér. Plati

IGH| A
|AB| 1+ A+ A2

(GH| =1PQl = 2 |AB|,  xesp.

Komentdr. Kdyz v daném potadi oznacime r1, 73 a & poloméry kruznic n,
k a u, mé kruznice m polomér r1 +r3 a A = r1/re. Vysledek problému L6
pak muzeme upravit na tvar

2 2
rn—nr

=== . 5
r$—r3 nrz (5)

Uvadi se, Ze Thales z Milétu (624547 pf. n. 1.) uréoval vysky pyramid a
vzdéalenosti lodi na mofi pomoci podobnosti trojihelnikt. Jestlize je ABC
trojuhelnik a D, E body, které lezi po fadé na primkach AB, AC a zaroven
na rovnobé&Zce s piimkou AB, pak plati

IDE| _ |AD| _ |AE| ©
[BC| ~ JAB| ~ |AC|

Toto tvrzeni se v fadé zemi nazyva Thaletova véta. Bylo jednim z kli-
¢ovych bodu Archimedovy argumentace. Odvoldval se na rovnobéznost
pfimek, nikoliv na podobnost trojihelnik. Dnes bychom uzili réeni, Ze
rovnobézZné promitdni zachovdvd pomeéry odpovidagicich si useku na prim-
kdch riznobéeznych se smerem promitani.

Obr. 4 Thaletova véta o podobnosti

V obou postupech Archimedes nejprve uplatnil vétu o pruseéiku vy-
Sek trojuhelniku k dikazu rovnobéznosti vhodnych pfimek a pak nasSel
potfebné vztahy pomoci rovnobéznych priméti. Brilantni ivahy, jimz ne-
ubylo na svézesti ani po dvou tisiciletich.
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Obcas se mizeme setkat z nazorem, ze véta o pruseciku vysek v troju-
helniku nebyla ve starovékém Recku zndma, protoZe se nevyskytuje v Eu-
klidovych Zakladech. Archimedes ji znal a mé se za to, Ze ji odvodil. Podle
[8] pochazeji jeji prvni zndmé korektni dikazy az ze 17. stoleti a ortocen-
trum trojihelniku se ve starsich publikacich nazyva Archimediv bod.

Ve ¢tvrtém stoleti Archimedovy poznatky obdivuhodné doplnil Pappos
Alexandrijsky. Dokazal zfejmé jiz starsi hypotézu o fetézci kruznic vepsa-
nych do arbelu.

Pappova véta o kruZnicich

Do daného arbelu ABC' vepisme kruznici k1, aby se dotykala hrani¢nich
polokruznic m, n a kg. Déle vepiSeme kruznici k3 do ttvaru ohrani¢eného
¢arami m, n a k1 a postup analogicky opakujeme. Vytvorime tak fetézec
kruznic k1, ko, k3, ... (obr. ). Jsou-li O, O, Os, ... po fadé stiedy kruznic
fetézce a hi, ho, hs, ... vzdalenosti téchto stfedt od pfimky AB, plati

hy = dy, hy = 2d3, hs = 3ds, . ... (7)

Obr. 5 Retézec kruznic vepsanych do arbelu

Diikaz. V komentovaném piekladu [7] ¢tvrtého dilu Pappovy Sbirky po-
kryva dikaz véty o kruznicich 16 stranek. Dnes ji umime zdtvodnit je-
dinym obrazkem, k némuz znalec kruhové inverze snad ani nepotiebuje
nasledujici komentar.

V kruhové inverzi, jejiz zékladni kruznice z méa stfed v bodé A a navic je
ortogonélni k j-té kruznici Pappova fetézce (obr. 6 pro j = 2), se kruznice
k; zobrazi na sebe. Kruznice m a n se inverzi zobrazi na teény m’ a n’
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kruznice kj;, pficemz m’ L AB a n’ L AB. Kruhova inverze zachovava
body dotyku. Obrazy ostatnich kruznic tedy vytvaii v pasu m'n’ fetézec
kruznic shodnych s kruznici k;. Ziejmé je h; = 2jr; = jd;. O

ks

ki

ko
A B’ . C B

Obr. 6 Dtikaz uzitim kruhové inverze

Nékteré dalsi poznatky o arbelu najde ¢tenaf v ¢lancich [4] a [10]. O Ar-
chimedovi a Descartesovi se 1ze vice dozvédét v publikacich [2] a [3].

7 loh uvedenych niZe jsou posledni ¢ty¥i prevzaty z Archimedova spisu
O dotycich kruhd. Uloha K21 mé tizky vztah ke kruhové inverzi, podle Ro-
zenfelda znamé jiz Apolloniovi z Pergy (262-190 pf. n. .), a k tzv. Apollo-
niové kruznici, kterou pouzival Aristoteles (384-322 pf. n. l.) pfi zddvod-
novani kruhového tvaru duhy [9, s. 113-116]. S tlohou K22 souvisi nékteré
novodobé poznatky z geometrie trojuhelniku (viz napf. [6, s. 1-16]).

Ulohy

1. Necht AB je tsecka s vnitinim bodem C a m, n, k jsou po fadé
kruznice s pruméry AB, AC, C'B. Poloméry mensich dvou kruZnic
ozna¢ime 7 a ro. Pomoci Descartesovy véty (viz vztah (1) z pied-
choziho dilu seridlu) dokaZte, Ze polomér x kazdé kruznice, kterd se
dotyka kruznic m, n a k je dan vztahem (5) z tohoto ¢lanku.

2. (L4) V arbelu ABC ozna¢me D priseéik nejvétsi hraniéni polokruz-
nice se spole¢nou te¢nou mensich polokruznic sestrojenou v bodé C.
Dokazte, ze obsah arbelu je roven obsahu kruhu o priaméru C'D.
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3. (K1) V roviné je dédno nékolik kruht se stiedy na téze piimce a

kazdy z nich se se vné dotyka svych sousedt. Dokazte, Ze vSechny
tyto kruhy maji spole¢nou te¢nu, pravé kdyz jsou jejich poloméry po
sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti.

. (K8) V roviné je dana tsecka AB s vnitifnim bodem C, kruznice m

s prumérem AC' a kruZnice n s prumérem CB. Te¢na z bodu A se
dotyka kruznice n v bodé D a tecna z bodu B se dotyka kruznice m
v bodé E. Dokazte, ze pro obsahy kruhti ohrani¢enych kruznicemi
plati S,,: S, = |AD|*: |BE|*.

. (K21) V roviné je dédna kruznice k s primérem C'D a uvnit¥ polo-

pfimky opac¢né k polopiimce C'D je zvolen bod A. Tefna z bodu A
ke kruznici £ ma bod dotyku T a pata kolmice z bodu 7" na pfimku
CD je oznacena B. Dokazte, ze

|AC|  |BC]|
|AD| — |BD|’
. (K22) Necht C je vnitini bod oblouku AB dané kruznice. Pak pata

kolmice ze stfedu tohoto oblouku na delsi z tétiv AC a C'B déli
lomenou ¢aru AC B na dvé ¢asti stejné délky. Dokazte.
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