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V tomto ¢lanku se budeme zabyvat sadou geometrickych tloh, které
jsou tematicky podobné. Lisi se jen hodnotou jednoho parametru.

Budeme zde hledat postup, jak sestrojit bod, ktery déli tsecku AB
v poméru 1 : (k — 1), kde k je pfirozené ¢islo, k > 1.

Pii konstrukcich budeme pouZivat pouze pravitko (bez méfitka), tedy
pfimku urcenou dvéma body, a kruzitko, tedy kruznici danou stfedem a
polomérem ziskanym jako vzdalenost néjakych dvou jiz sestrojenych bodt.
Pijde tedy o ryze eukleidovské konstrukce. Vzdavame se tak obvykle vy-
uzivanych nastroja ,dva trojuhelniky* ¢i ,trojuhelnik s ryskou®, takze
elementarni konstrukce nejsou ani rovnobézka s danou pfimkou vedena
danym bodem, ani kolmice k dané pfimce vedend danym bodem.

Budeme se pritom snazit, aby tyto konstrukce byly co nejkratsi. Dél-
kou konstrukce rozumime pocet krokil a za jeden krok konstrukce budeme
povazovat sestrojeni jedné kruznice nebo pfimky a vSech jejich prisecikt
s dosud sestrojenymi pfimkami a kruZnicemi. Abychom obrazky nezapl-
nili nepotfebnymi informacemi, vyznac¢ime v nich vzdy jen ty pruseciky,
které v dalsich krocich konstrukce opravdu vyuzijeme, nebo jsou hledanym
vysledkem konstrukce.

Jedna polovina

Sestrojit bod, ktery déli (nenarysovanou) usecku AB v poméru 1 : 1,
tj. jeji stfed, je snadné. Staci sestrojit dvé kruznice, z nichz kazdd ma
stfed v jednom z krajnich bodt tsecky a prochézi druhym (obr. 1). Tyto
kruznice se jisté protnou a pfimka urcend jejich priseciky protinéd piimku
uréenou body A, B v bodé P, ktery je stfed tsecky AB. Tento postup,
ktery vidime na obr. 1, tedy vyzaduje sestrojeni dvou pfimek a dvou kruz-
nic, ma proto délku 4.

Tato konstrukce je snadna. Co kdybychom ale chtéli sestrojit bod, ktery
déli danou tsecku ne na polovinu, ale v néjakém jiném poméru? DokaZeme
to? A kolik k tomu budeme potifebovat kroka?

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 95



|

N

Obr. 1 Konstrukce jedné poloviny

Jedna tfetina a obecny postup

Konstrukci bodu v jedné tietiné tsecky AB vidime na obr. 2. Staci
k tomu pét krokd.

Obr. 2 Konstrukce jedné tfetiny

Indexy v oznaceni pfimek a kruznic udavaji pofadi kroku, ve kterém
budou v konstrukci sestrojeny. Pokud bude z obrazku patrné, jak jsou
primky ¢i kruznice urcéeny, nebudeme postup konstrukce zapisovat.

Kruznice k4, kterd je pfedposlednim krokem konstrukce, bude mit ana-
logii v n€kolika dalsich konstrukcich. Pro piehlednost budeme stiedy téchto
,predposlednich® kruznic vSude znacit shodné pismenem C.

Navic je z obr. 2 zfejmé, zZe sestrojime-li v patém kroku konstrukce
misto kruznice ks pfimku ps = EF (zobrazena tenkou ¢arou), protne
pfimku p; = AB v bodé, ktery lezi v jedné Sestiné tsecky AB. Piimka
EF je totiz osou soumérnosti tisecky AP.
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Spravnost uvedené konstrukce snadno dokazeme. Dtikaz ilustruje obr. 3.
Budeme pfedpoklddat (i v dalsich dukazech), ze Gsecka AB mé jednotko-
vou délku. V ditkkazu vyuzijeme podobnosti rovnoramennych trojahelniki.

Pfedné si uvédomme, Ze trojuhelniky PAFE, AEC jsou rovnoramenné.
Vzhledem k tomu, Ze |X PAE| = [ CAF]|, maji oba trojuhelniky pfi vr-
cholu A, ktery je spoleény obéma jejich zakladnam, shodny thel «, jsou
tedy podobné a plati |AF| = |AB| =1, |AC| = 3. Proto

|AP|  |AE)|
|AE|  |AC|’
tedy
1
|AP| = =.
3

Obr. 3 Dukaz konstrukce jedné tietiny

Jind konstrukce bodu ve tfetiné usecky (kterd mé také pét krokt) vy-
chézi z toho, ze pfimka E'F na obr. 2 protne pfimku AB v bodé, jehoz
vzdalenost od bodu A je %. Upravime postup a sestrojime takové body
E, F, aby ptfimka FF protinala polopfimku AB v % usecky BG, kde G je
druhy priseéik kruznice ks s pfimkou AB. |BG| = 1, |BC| = 3. Konstrukeci
vidime na obr. 4. (Nepojmenované tsecky nejsou soucasti konstrukee.)

Misto pfimky EF' ale sestrojime kruznici k5 se stfedem v bodé FE, ktera
prochéazi bodem G. Je zfejmé, Ze jeji druhy prusecik P s primkou AB je
bod lezici v jedné tfetiné tsecky AB.
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Obr. 4 Jina konstrukce jedné tietiny

Obecnéa konstrukce pro prirozené k (k > 1)

Uvedené konstrukce umime snadno zobecnit pro konstrukei bodu, ktery
déli tsecku AB v poméru 1 : (k — 1) pro libovolné pfirozené k, k > 1.
Konstrukce je naznacena na obr. 5 a nepojmenované tsecky nejsou jeji

soucasti.
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Obr. 5 Konstrukce jedné k-tiny
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Pokud zobecnime konstrukci na obr. 2 a sestrojime bod C na polo-
piimce AB takovy, ze |AC| = k, pak plati pro podobné rovnoramenné
trojuhelniky PAE, AEC v obr. 5 rovnosti |[AE| = |[AB| = 1, |AC| = k.
Proto

|AP| |AE|

|AE| — |AC)’
Pocet krokii konstrukce zavisi na tom, kolik kruznic potifebujeme k sestro-
jeni zminéného bodu C polopfimky AB, aby platilo |[AC| = k.

Na obr. 5 dale vidime, Ze pfimka EF je osa tsecky AP, proto pro jeji
prusecik D s tseckou AB plati

1

1

AD|=|DP| = —.
|AD| = |DP| = 5

Je-li k sudé, mizeme konstrukci hledaného délicitho bodu provést postupem
uvedenym na obr. 6 a k dikazu vyuzit podobnost pravothlych trojahel-
nikd.

Zduvodnéni. Je-li AD prumér kruznice k;, jsou pravothlé trojuhelniky
AED, APE, EPD podobné. |AB| = |AE| =1, |AD| = k. Proto

|AP| : |AB| = |AP| : |AE| = |AE| : |AD| =1 k.

P

Obr. 6 Konstrukce jedné k-tiny pro sudé k

Pii pozorném pohledu na obr. 5 vSak vidime, ze jde o tyz postup, kdy
piimka E'F protind tsecku AB a déli ji v poméru 1: (m—1), kde m = 2k.
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Kratsi konstrukce

Vyse uvedené obecné konstrukce jsou jisté elegantni a snadno jsme je
dokéazali. Jsou znamé, lze je najit i na raznych internetovych férech. Nejsou
vSak ani jediné mozné, ani nemusi byt nejkratsi. Uvedeme dva priklady.

Jedna devitina

Pokud bychom sestrojovali bod v jedné devitiné tsecky AB obecnym
postupem uvedenym na obr. 5, museli bychom sestrojit bod C' polopfimky
AB takovy, aby |AC| = 9, tedy |BC| = 8. K tomu potfebujeme alespori
tfi pomocné kruznice, a tak mé takova konstrukce sedm kroki. Mohlo by
nas také napadnout sestrojit ,tfetinu t¥etiny“. Ke konstrukci jedné tfetiny
sice potfebujeme pét krokd, ale né€které z piimek a kruznic sestrojenych
v prvé ¢asti jisté vyuzijeme i v nasledné konstrukci. To je opravdu mozné,
musime vSak nejprve dokdzat pomocné tvrzeni.

Lemma

Necht AG je pramér kruznice k(B;|BA|) a FE jejibod, E # AJE # G
(obr. 7). Potom kruznice m(FE;|EG|) protina pfimku AB v dalsim bodé J
a kruznici k& v dalsim bodé H, pro néz plati |AH| = |AJ]|.

Obr. 7 Dukaz pomocného tvrzeni

Diikaz. P¥imky AG, HG vytinaji obvodovy tthel AGH na kruznici k a
také obvodovy tthel JGH na kruznici m. Plati tedy |[XAGH| = | JGH]|.
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Uhel JEH je stiedovy thel odpovidajici na kruznici m témuz oblouku
JH, proto pfi oznaceni |[X AGH| = « plati

|XJEH|=2|XJGH| = 2a.

Uhly AGH, AEH jsou obvodové tihly odpovidajici na kruznici k témuz
oblouku AH, proto |[XAGH| = |[XAEH| = «. Ptimka AF je tedy osa
uhlu [ JEH| a protoze |JE| = |HE| (H,J jsou body kruznice m), je i
|AJ| = |AH|. Plati tedy, ze priseéikem H kruznic k, m prochézi i kruznice
n(A;|AJ|). Protoze

< EBG| = 2|4 EAG| = |« HAJ|

(stfedovy a obvodovy thel v kruznici k), jsou trojuhelniky AHJ, BEG
podobné. Koeficient podobnosti je roven poméru

|AJ| : |BG| = |AJ| : |AB].

V souvislosti s nasimi konstrukcemi tedy plati, Ze je-li bod E bodem
kruZnice [ se stiedem v bodé C' polopfimky A B, protina kruZznice m pfimku
AB v bodech G, J, kde

1
AJ| = |AB| - ——
AT =IAB] 5

a trojuhelniky AHJ, BEG jsou podobné s pomérem podobnosti 1 : |BC|,
stejné jako kruznice n,k a k.

Vyse uvedené pomocné tvrzeni a uvedeny postup déleni usecky v po-
méru % tedy staci k dikazu konstrukce, kterou sestrojime bod v é usecky
AB v Sesti krocich. Konstrukce je uvedena na obr. 8. Je v ni pouZita nej-
prve konstrukce, kterou jsme ukézali na obr. 4, a poté konstrukce z obr. 2,
upravend pro zakladni tsecku délky %

Stejné jako v predchozich obrazcich udévaji dolni idexy u nazvta primek
a kruznic jejich poradi v konstrukei. Kruznice k3 se stfedem G je pomocna,
slouzi k sestrojeni bodu C, |BC| = 3. Z vyse dokdzaného lemmatu vime,
ze |AH| = 1, a tudiz kruznice kg se stfedem H prochazejici bodem A
protina piimku AB kromé bodu A navic v jedné tietiné usecky AJ, kde
|AH| = |AJ| (na obr. 8 je bod J vyznafen slabé, neni pro konstrukei
tieba), tedy v jedné deviting tsecky AB.
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Obr. 8 Konstrukce jedné devitiny
Jedna devatendctina

Pomoci néasledujici konstrukce (obr. 9) sestrojime bod P tusecky AB,
pro ktery plati |[AP|: |[AB| =1:19.

41

E

Obr. 9 Konstrukce jedné devatenactiny
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KruZznice ks mé stfed E a polomér |AD| a protind kruznici ko, jeden
z prusecikl je bod G (druhy prisecik — bod L — doplnime pro tcely duikazu
do obr. 10). Bod F je jeden z priseéikii shodnych kruZnic k3, ky. P¥imka pg
je uréena body G, F' a protiné pfimku AB v hledaném bodé P. Konstrukce
ma Sest krokii.

Dikaz tohoto tvrzeni bychom snadno mohli provést pomoci analytické
geometrie (metodou soufadnic). Napf. volbou soufadnic A[0;0], BJ[1;0].
V nasem diikazu ztstaneme u planimetrickych avah, vyuzijeme podob-
nost. Pfi ivahdch a vypoctech budeme piedpokladat, Ze tsecka AB je
jednotkova, tedy ze |AB| = 1. Nejprve si vSimneme stejnolehlosti kruZnic.

P

Obr. 10 Diikaz konstrukce jedné devatenactiny

Pozorovani 1. Kruznice ky, ko jsou stejnolehlé, k4 je obrazem ko ve stej-
nolehlosti se stfedem v bodé dotyku kruznic C, s koeficientem stejnoleh-
losti —2. Proto pfimka EC protina kruznici ks v druhém bodé L takovém,
7e |EC| =2, |CL| =1, ktery je tudiz jednim z prisecikii kruznic ks, ks.
Pozorovani 2. Ptimka EG protina kruznici k; v dalsim bodé M. Pfimka
AFE je stfednd kruznic ks, ke, Gse¢ky C'L, MG jsou tudiz jedna obrazem
druhé v osové soumeérnosti s osou AE a trojuhelniky CEM, LEG jsou
rovnoramenné podobné.

Pozorovani 3. Sestrojime-li paty kolmic z bodt F, G na pfimku AB (po
fadé body J, K), jsou pravotuhlé trojahelniky F'JP, GK P podobné. Bod P
proto déli tse¢ku JK v poméru |JP|: |KP|=|FJ|: |KG|.
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Potfebujeme proto uréit délku |JK| a pomér délek |KG| : |JF)|.

Sestrojme pomocny pravouhly trojiuhelnik AER s pravym thlem pii
vrcholu E a vrcholem R na primce p;. Délku tisecky JR ur¢ime napfiklad
pomoci Eukleidovy véty o vysce: |JA| - |JR| = |JE|?, protoze J je stied
spole¢né tétivy EF kruznic ks, ky; |[JF| = |JE| = /3. Déle vime, 7Ze
|JA| = 2, tudiz 2 |JR| = 3. Odtud plyne [JR| = 3, |[AR| =1

K urceni poméru délek uzijeme podobné pravouhlé trojuhelniky BMC,
AER. Pomér jejich vysek |OM]| : |JE| je roven poméru délek jejich pfepon
|BC| : |AR|, tedy

|OM|:|JE|=2:-=4:T.

N

Tedy |OM| = (1 — 2)|JE|. Protoze |[EG| = 3|EM|, je
3 3

KG)=(1-2 E B

K6l = (13- 2)E = 1

Bod P tedy déli Gse¢ku JK v poméru |JP|: |PK| = |JE|:|KG|=14:5.
Délku |AK| snadno uréime napiiklad z pravouhlého trojuhelniku AKG.
|AG| =1 a |KG| = &|JE| = 23, tudiz

75 121 11
AK|=/1— -2 == ==
AK] 196 196 14

Tedy
39 14 39 39 1
K P K =24+ —.
[ TK] = 147 7P| = |J = 19 14 19 + 19
Proto |[AP| = -5
Zavér

V ¢lanku jsme se zabyvali problémem, jak pravitkem a kruzitkem (tedy
eukleidovsky) uréit bod, ktery leZi v jedné k-tiné tsecky AB.

Ukézali jsme postupy, kterymi mtizeme nalézt 1/2,1/3,1/6,1/9a1/19
délky dané usecky, a k tomu dva obecné postupy pro libovolné k, i kdyz
konstrukce vyuzivajici takovy obecny postup nemusi byt nejkratsi, méreno
poctem narysovanych car.

Pokud sami dokazete najit néjaky postup fesici tuto tlohu pro néjaka
prirozena k, zaslete sva feSeni na adresu redakce naseho casopisu a k té-
matu se vratime v nékterém z dalsich ¢isel. Pro k < 20 by vam mélo stacit
pouze 6 krokti.
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