Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uverejiiovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto ¢isle uvadime zadéani dalsi dvojici tloh. Jejich fe-
Seni mizete zaslat nejpozdéji do 1. 6. 2015 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfiQupol.cz. Zajimava a originalni feseni tloh radi uvefejnime.

Uloha 213

Najdéte nejvétsiho lichého délitele cisla

(L)) 0)-)

Radek Horensky
Uloha 214

Necht k je kruznice opsand ostrotihlému trojuhelniku ABC'. Ozna¢me T
stfed kruznice jemu vepsané. Déle necht P je stfed oblouku BC kruznice
k, ktery neobsahuje bod A, a @ je stfed oblouku AC' kruznice k, ktery
neobsahuje bod B. Pfimka P(Q) protina strany AC a BC' po fadé v bodech
K a L. Dokazte, ze CKIL je kosocCtverec.

Jozef Mészdros

Dale uvaddime feseni tloh 209 a 210, jejichz zadani byla zvefejnéna v pa-
tém ¢isle lotiského (23.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 209
Je déna tsecka AK s vnitinim bodem B a ¢tverce ABCD a BKLM
v téZe poloroviné s hrani¢ni pfimkou AK. Dokazte, Ze se pfimky AC, DL
a KM protinaji v jediném bodé.
Pavel Leischner

Resent. Uvazujme &tverec AK EF, ktery lezi ve stejné poloroving s hranié¢ni
primkou AK jako ¢tverce ABCD a KLM N, a ozna¢me S jeho stied.
Ctverce ABCD a AKEF jsou zfejmé stejnolehlé se stiedem v bodé A,
pfimka AC' je tedy shodné s pfimkou AF a prochazi bodem S. Podobné
jsou stejnolehlé ¢tverce BKLM a AKFEF se sttedem v bodé K, pfimka
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KM je tak shodna s pfimkou K F a prochazi také bodem S. Protoze
IDF| = |AF| - |AD| = |AK| - |AB| = | BK| = |KL|,

jsou body D a L soumérné sdruzené podle stfedu S étverce AK E'F, piimka
DL proto bodem S prochézi.
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Piimka AC' zfejmé neprochazi ani bodem K, ani bodem D, podobné
pfimka KM neprochézi ani bodem A, ani bodem L. Pfimky AC, KM a
DL jsou tak navzajem ruzné. Navic vSechny prochazeji bodem S, proto se
tyto pfimky protinaji v jediném bodé, coz jsme méli dokazat.

Spravné feSeni zaslali: Ondrej Binovsky z Trnavy, Anton Hndth z Mo-
ravan, Frantisek Jdchim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk
z ETH Ziirich,

Netplné feseni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.
Uloha 210
Pro libovolna realna c¢isla p # —1 a ¢ dokazte: Rovnice
22 +pr+q=0

mé v oboru redlnych ¢isel dva (ne nutné rizné) kofeny, z nichz jeden je
¢islo opac¢né k druhé mocniné druhého kotene, praveé kdyz plati

P —a)p+q9=p+1)1¢
Jaromir Simsa

Reseni. Redln4 &isla 21 a x5 jsou kofeny dané kvadratické rovnice, pravée
kdyz plati rovnosti

1+ x2=—p a T1T2 = ¢. (1)
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Dokazované tvrzeni je ekvivalence, je proto tfeba dokazat nasledujici
implikace:

a) Dokazeme implikaci: Jestlize dand kvadratickd rovnice ma realné
kofeny x1, x5 takové, Ze x1 = —z3, potom plati

P —qp+a)={@+1)>q (2)

Dosazenim 3 do dané kvadratické rovnice dostaneme z3 + proy + ¢ = 0,
tedy x1 = px2 + q. Z prvni rovnosti v (1) plyne

(pr2 +q) + 22 = —p, meboli (p+ 1)z2 = —p —gq,

odkud (s pfihlédnutim k podmince p # —1) vychazi

p+yq p(p+q) q—p
Tog=———, aprotoxr; =pro+q=—"—"-"-+4+q= .
2 P+l p 1 =PpPT2 (¢ Dt 1 q D+l

Z druhé rovnosti v (1) proto plyne

g-p* —(p+q) _ (P*—qp+q

p+1  p+1 (p+1)2 7

q=21x2 =

odkud po vynasobeni &slem (p + 1)? obdrzime jiZz rovnost, kterou jsme
chtéli dokazat.

b) Nyni dokdZeme opa¢nou implikaci: Jestlize pro koeficienty p # —1,
g dané kvadratické rovnice plati (2), potom tato rovnice ma dva redlné
koreny, z nichz jeden jeden je ¢islo opacné k druhé mocniné druhého kofene.

Uvazujme nasledujici dvojici redlnych cisel
q—p? _ ptg

a xg=———.

p+1 p+1

I =

Tato ¢isla jsou kofeny dané kvadratické rovnice, pokud spliiuji rovnosti (1).
Jejich ovéreni provedeme dosazenim:

¢—p* —(p+a) _a-p*—p—q _

1+ 22 = = —p,
1 2 pt1 Pt 1 p+1 p

gy = 1P —0ta) (@ —a)tq)

p+1  p+l (p+1)? ’

kde v zavéru druhého vypoctu jsme vyuzili pfedpokladanou rovnost.
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Zbyvéa ukazat, pro¢ plati r; = —x3. Protoze uz vime, Ze ¢islo x5 je
kofenem rovnice (1) a tudiz plati —z3 = pxs + ¢, stadi zdiivodnit rovnost
r1 = prs + q. To jsme vSak jiz ucinili algebraickym vypocétem vyrazu
pxo + q v Casti a).

Tim je cely dikaz ukoncen.

Jiné feseni (podle Antona Hndta). Necht pro kofeny x1 a xo dané rovnice
plati x; = —22. Z Vietovych vztahii (1) plyne
p=—(z1+x2) =x2(22—1) a g=—a3

Dosazenim za p, ¢ ovéfime dokazovanou rovnost. Plati

(P — ) (p+q) = [23 (22 — 1)* + 23] [w2(22 — 1) — 23] =
= (23 — 22+ 1)*(—23) = (p +1)°q.

Necht naopak z; a x5 jsou kofeny rovnice 22 + pz + ¢ = 0. Potom pro
né plati Vietovy vztahy (1). Dosazenim za p a ¢ do rovnice

(P’ —q)lp+a)=(@+1)7q
dostaneme po Upravé
(22 + x9) (21 + 22) = 0.

Odtud bud zy = —xf, nebo z1 = —x%. Pokud ukazeme, Ze jsou to realna
¢isla, bude dokazana i druhé implikace.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze x; = —x3. Ze vztahi (1)
navic plati 1 = —p — 29, tedy 22 = 25 + p. Cislo 2 je kofenem dané
kvadratické rovnice, proto a3 + pzs + ¢ = 0. Porovnanim poslednich dvou
rovnic dostaneme za(p+1) = —(p+¢q). Jelikoz p # —1, je 2 (a tedy i x1)
realné ¢islo, coz nam stacilo dokazat.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Martin Raszyk z ETH Ziirich.

Netplné feseni zaslal Jozef Mészdros z Jelky.

Tésné po uzaveérce minulého ¢isla jsme jesté obdrzeli spravna reSeni
obou tloh 207 a 208 od Martina Raszyka z ETH Ziirich a Antona Hndtha
z Moravan. Timto je s mirnym zpozdénim zafazujeme mezi Gispésné fesitele
téchto uloh.

Pavel Calabek
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