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Combinatoria, combinatorica, kombinatorika, kombinatorikk, kombina-
toriikka — to je ,kombinatorika® prelozena postupné do italstiny, rumun-
Stiny, chorvatstiny, estonstiny a finstiny. Moznéa, Ze kdyz se fekne ,pre-
klad“, vybavime si pravé preklady mezi riznymi jazyky. V tomto ¢lanku
ptjde o trochu jiné preklady. I kdyz vlastné zalezi na thlu pohledu.

Ukazeme nékolik tloh, které jsou soudéasti chystaného vyukového mate-
ridlu stfedoskolské kombinatoriky. V téchto materidlech je nasi snahou pfe-
procvicovanim. Pfejeme si, aby se urcité jevy a pojmy vyskytly nejdiive
v tilohach a az nasledné se pojmenovaly. Ulohy jsou zakéim predkladany
v ruznych skupinich obsahujicich napfiklad dlohy o pocitani cest nebo
alohy o turnajich. Zaci vytesi fadu tloh tykajicich se po¢itani cest a v mo-
menté, kdy umi v tomto kontextu pouzit napf. kombinatorické pravidlo
soucinu, je nasi snahou, aby tuto schopnost pfenesli do jiného kontextu.
Pravé k tomu slouzi skupina tloh o pfekladech. Podivejme se na ukazky.

Zacneme jednoduchym ptekladem, na kterém ukazeme, co slovem pre-
klad minime a o ¢em ¢lanek pojednava.

Uloha 1

a) Uréete pocet riznych cest z nejzapadnéjsiho mésta (na obr. vlevo)
do nejvychodnéjsiho (na obr. vpravo).

b) Na zdkladni 8kole je v rdmci 1. stupné pét ro¢nikt. V kazdém z nich
jsou Ctyti tiidy oznaceny pismeny A, B, C, D. Kolik t¥id je na 1. stupni?

Komentdr. Mozné si feknete, ze obé ulohy jsou velmi jednoduché. Zaci
vSak nejsou pozadani o vyteseni tloh. Misto toho je jejich tkolem prelozit
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jednu tlohu na druhou. Prekladem zde myslime myslenkovy proces, pfi
kterém se objekty z jedné tllohy vhodné zaméni za objekty z druhé tlohy a
odhali se vnitini souvislosti mezi obéma tilohami. Pfeklad pomoci obrazku
by mohl vypadat naptiklad takto:

N
® e
7/

Vybér jedné z péti linek mezi prvnim a druhjym méstem odpovida vy-
béru jednoho z péti rocnikd. Podobné vybér jedné ze ¢tyf linek mezi dru-
hym a tfetim méstem odpovidd vybéru jednoho z pismen A, B, C, D.
Z toho je vidét, Ze cesta ze zadpadu na vychod jednozna¢né urcuje tfidu a
naopak.

Uloha 2

a) Na vecirku se seslo 5 lidi. Kazdy z nich si jednou pfitukl s kazdym
dalsim tcastnikem. Kolik fuknuti prob&hlo?

b) Ve skupiné florbalového turnaje se utkalo 5 tymi. Kazdy sehrél s kaz-
dym jedno utkéani. Kolik zépasu se celkové hralo?

Komentar. Preklady vlastné vybizeji zaky ke konstrukci bijekci. To pova-
Zujeme v kombinatorice za velmi dilezity nastroj, na ktery nékdy nebyva
kladen diraz. P¥itom kdyz vyfesime napiiklad éast b) predchozi alohy ,na-
sazenim vzorce“, tak — pokud jsme nehadali — v nasich myslenkach velmi
pravdépodobné pravé probéhla konstrukce bijekce (pfeklad) na vybér 2
prvku z 5prvkové mnoziny; dospé€jeme tak k vysledku (g)

V této tloze stejné jako ve vSech ostatnich neni vysledek nejpodstat-
n&jsi. Pokud zaménime ucastniky vecdirku za florbalové tymy a prituknuti
za utkani, je vidét, Ze tlohy jsou ve své podstaté stejné.

Mozné vés napadlo, ze zadani illoh o pfekladech maji jeden zasadni
problém — ucitel nemuze jednoduse zjistit, zda zak preklad opravdu pro-
vedl. V pfipravovanych materidlech zaddvame tlohy jinak. Z tloh 1 a 2 je
vytvofena jedind uloha s podilohami a) az d) a tkolem zékl je rozdélit
jednotlivé podilohy do dvou skupin tak, ze podulohy 1ze v ramci jedné sku-
piny na sebe navzéjem prelozit. Pocet podiloh ve skupiné ani v celé tiloze

172 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



neni pevné dan a v nékterych pripadech patii dokonce vSechny podilohy
do jedné skupiny.

Prekladt vyuzivame k prenosu znalosti ze situaci znamych do situaci
novych. Timto zptisobem mutzeme naptiklad prezentovat Pascaltv troju-
helnik. Nasledujici tlohu uz uvedeme v podobé, v jaké jsme ji pouzili pri
vyucovani. V té dobé uz zaci méli bohaté zkusenosti s pocitanim cest ve-
doucich mezi mésty, kterd jsou riznym zpusobem propojena dopravnimi
linkami. Mnohokrat pfedtim fesili podalohu tohoto typu: Pocty cest ve-
doucich do dvou hornich mést jsou znamy; najdéte pocet cest vedoucich
do dolniho meésta.

Zaci tak maji rozmysleno, ze pocet cest vedoucich do dolniho mésta je
souctem pocti cest vedoucich do hornich mést.

Uloha 3
a) Kolik cest vede z nejsevernéjsiho mésta (na obr. nahote) do mésta A?

b) Kolik cest vede z nejseverngjstho mésta do mésta B?
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¢) Kolik népist délky Sest lze sestavit ze dvou znakl “\, a ¢tyf znaki /7
(Napt. /" " " " i N\imebo /v N\ v \)

d) Jaky je vyznam déisla (g)?

Komentar. Cilem této tlohy je propojit pocitani cest s kombina¢nim ¢is-
lem. Tato souvislost je vidét poté, co kazdou cestu zakédujeme pomoci
Sipek. Pri feseni ulohy se predpoklada, Ze zZaci jsou jiz obeznameni s vyzna-
mem kombinaéniho éisla. Ze zpisobu zadani ¢asti d) je vidét, Ze skutecné
nejde o to, aby zaci jednotlivé ¢asti pocitali, ale jde o to, aby uvedenému
Cislu prifadili kombinatoricky vyznam a byli schopni jej propojit s jinou
casti ulohy.

Dokonce jsme pfi vlastnim vyucovani zkusili zdkam Fict, ze (g) je pocet
zpusobt, kterym lze ze skupiny 6 lidi vybrat 2 reprezentanty a zadmérné
jsme jim nesdélili, jakym zptasobem kombinacni ¢islo vypocitat. K nasemu
prekvapeni priblizné 75 % zakt s touto interpretaci velmi dobfe pracovalo
a byli schopni ji prekladat do jinych kontextii. Priblizné ¢tvrtiné zakt bylo
nepfijemné pracovat s né¢im, co neuméji spocitat a nechtéli pokracovat,
dokud se pro né kombinacni ¢islo nestane vice konkrétni.

Po vyfteseni této tlohy je jiz jen maly krok k tomu, aby zaci dospéli ke
vztahu mezi kombinacnimi ¢isly. Jsou nyni pripraveni porozumét vztahu

n n _(n+1
(k) * (k+1) B (k+1)
pomoci ryze kombinatorickych ivah a neni nutné, aby upravovali, dokonce
ani aby znali, vyrazy s faktoridly. Pouziji myslenku zminénou pfed tlohou
3. Kdyz budou védét, ze pocet cest vedoucich do jednoho mésta je roven
(2) a pocet cest vedoucich do sousedniho mésta je roven (kj_l), budou uz

védét, ze pocet cest vedoucich do mésta pod nimi je souc¢tem téchto dvou

Cisel. Zaroven si v predchozi tloze rozmysleli, Ze tento pocet je (Zj:)

Ukézeme si jesté kombinatoricky ,,dtkaz“ binomické véty. Nebudeme
délat skuteény dikaz. Misto toho ukadzeme preklad, ktery jsou schopni
zaci vymyslet a od néhoz uz je jen kricek k obecnému dikazu.

Uloha 4

a) V testu je 10 otdzek a kazda nabizi odpovéed ANO a NE. Kolika
zpusoby jej lze vyplnit tak, Zze Tkrat je vybréana odpovéd ANO a 3krat
odpovéd NE?
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b) Hokejové utkani skoncilo vysledkem 7 : 3. Kolika zptisoby se mohlo
skére vyvijet?

¢) Kolik t¥iprvkovych mnozin lze vybrat z desetiprvkové mnoZiny?

d) Metodé;j si z kazdé zavorky vybere bud ¢tverec, nebo trojlistek (z kaz-
dé zavorky tedy vybere pfesné jeden symbol). Kolika zpiisoby si mize
vybrat 3 ¢tverce a 7 trojlistkii? Na obrazku jsou naznaCeny dva takové
vybéry.

(D) () (%O) (0) (SO) (M) (RO) (&O) (SO) (SO)
1. vybér: & O & & O a & & ) )
2. vibér: & & & & O & & & O O

e) Kolikrat se objevi ¢len a”b® pfi roznasobeni vyrazu

(a+b)(a+b)a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+bd)(a+b)(a+b)?

10

Komentar. V tomto piipadé lze libovolnou ¢ast tlohy pfelozit na libovol-
nou jinou ¢ast. Cilem je rozmyslet si, Ze predevsim €asti c), d), e) pocitaji
totéz, takze koeficient pred a”b? je (130). Predpokldda se, ze ¢ast b) uz zici
fesili dfive, a tak propojeni napfiklad s ¢asti ¢) je pro né snadné.

Vérime, ze tlohy, jako je tato, vedou zaky k porozumeéni vnitfnim sou-
vislostem a k celkovému nadhledu v matematice.

Obtiznéjsi tlloha

Znate vztah pro soudet 12 4+ 22 + 32 4+ ... 4+ n2? Nepochybujeme o tom,
7e néktefi Ctenari védi, ze
nn+1)2n+1)

124224324+ .. . +n?= 5

a ze by umeéli tuto rovnost dokézat naptiklad uzitim principu matematické
indukce ¢i jinak. Domnivame se vSak, Ze podstatné méné ¢tenait vi, ze

1 1
12—|—22+32—|—...+n2:2<n; >+(n; )

Ke druhému vztahu lze dospét pomoci prekladi podobnych tém, o kterych
byla fe¢. Tentokrat nebudeme ukazovat piibuznost dvou riiznych tloh, ale
jednu tlohu vyresime dvéma riznymi zpiisoby.
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Reseni. Piedstavme si, Ze mame tym n + 1 fotbalist. Viechny je posta-
vime do fady tak, Ze kazdy méa néjaké spoluhrace pred sebou a néjaké
spoluhrace za sebou (tedy presnéji kazdy kromé prvniho a posledniho).
Jeden z fotbalisti dostane za kol vybrat kapitana a brankare. Vybirat
mu dovolime jen z hrach, ktefi stoji v fadé pfed nim. Brankat a kapitan
miuzZe byt tatdz osoba.

brankar kapitan dostal ukol

1.12.13.14.15. 6. 7.| 8.1 9.10.11.

Pokud tkol dostane napiiklad 7. hra¢ v fadé, mize kapitana zvolit
6 zpisoby. Pro volbu brankafe mé také 6 moznosti, mtze tedy vybrat
kapitdna a brankafe celkem 62 zptisoby. Podobné uvazujeme, pokud tkol
dostane kterykoliv jiny hra¢: k-ty hra¢ mtize vybirat (k — 1)? zpiisoby, coz
celkem déava 12 + 22 + 32 4+ ... + n? moZnosti, jak timto zptlisobem vybrat
kapitana a brankare.

Na celou situaci se mtizeme podivat i z jiného thlu pohledu. Po splnéni
tkolu mame vétsinou 3 dilezité fotbalisty. Ten z trojice, ktery stal v fadé
nejdal, dostal kol a vybral dva hrace pred sebou. Dvéma zpiisoby jim mohl
pridélit role kapitana a brankare. To dava 2(";1) moznosti, jak mohl byt
tkol splnén. Mohlo se vSak stat i to, Ze pfi splnéni tkolu hrali dtlezitou
roli pouze 2 fotbalisté. Ten, ktery stal v radé dale, dostal kol a toho
pred sebou vybral jako kapitana a brankafe zaroven. To je dalSich (";1)
moznosti, jak mohl byt kol splnén. Zadnou dalsi moznost pravidla tikolu
nepfipoustéji.

Doufame, Ze nejen posledni tloha naznacuje, Ze preklady nabizeji ele-
gantni cestu, jak se lze divat na celou plejadu situaci v kombinatorice.
Nasim pranim je, aby se na podobné cesty nevydavali jen Ctenari caso-
pist, ale i zaci v béznych hodindch matematiky.

Vyzkum byl podporen Grantovou agenturou Univerzity Karlovy v Praze
(projekt €. 1250213).
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