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Véta 21 z Archimedovy Knihy o dotycich kruhid zminéné v piredchozim
dilu seridlu byla inspiraci k tomuto ptivodné neplanovanému pfispévku.
Ukéazeme, jak ji Archimedes dvéma zpusoby dokézal a zamyslime se nad
jejimi disledky.

Véta 1 (Archimedes)

V roviné je ddna kruznice ko(So;ro) s prumérem CD a uvnitf polo-
primky opac¢né k polopfimce CD bod A. Jestlize je T' bod dotyku tecny
z bodu A ke kruznici kg a B pata kolmice z bodu T na pfimku CD, pak

(1)

|DA| _ |DB|
|CA|  |CB|’

A cl B S |D
Obr. 1 Tustrace k prvnimu Archimedovu ditkazu

Proni Archimediv dukaz. Pfi oznaCeni podle obr. 1 jsou trojuhelniky DAT
a T AC podobné, nebot maji spoleény thel pfi vrcholu D a obvodovy thel
ADT je shodny s tisekovym thlem ATC. Plati

[DA| _|TA| _ |pT| o [DA]_ (|DT|N? @

|TA| |CA| |CT) lcAl — \|CT|) "’
protoze délky |DA|, |TA| a |CA| tvoii tfi po sobé jdouci ¢leny geomet-
rické posloupnosti. Z podobnosti pravothlych trojuhelnikd DBT a TBC
analogicky zjistime

\DB| |TB| |DT| |DB| |DT|\?
ITB| ~ |CB| ~ |CT| |CB]| CT
Ze vztahi (2) a (3) pak plyne (1). O
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Druhgy Archimediv dikaz. Oznaéme K a L pruseéiky tecny AT s te¢nami
ke kruznici ko v bodech C a D (obr. 2).

A C B So D
Obr. 2 Tlustrace k druhému Archimedovu dikazu
Uzitim véty o délkach teCen zjistime |CK| = |TK| a |DL| = |TL|.

Z podobnosti trojuhelniki ADL, ACK, poslednich dvou vztahi a vlast-
nosti rovnobézného promitani plyne

|DA| _|DL| |TL| _|DB|
|CA|  |CK| |TK| |CB|

O

Starovékym ucencim asi neuslo, Ze i trojuhelnik ASyT na obr. 2 je
pravouhly a plati
|ASo| - |BSo| = ST = r3. (4)

Pro kazdy bod X kruznice ky odtud dostavame
|ASo| - | BSo| = [SoX|?,

neboli

|ASo| _ |X'Sol

|XSo|  |BSol
Pokud X ¢ {C, D} (obr. 3 vlevo), jsou trojihelniky SoAX a SoX B po-
dobné podle véty sus. Z podobnosti plyne

ASo| _ XS0 _ |AX]| _
XSo| ~ [BSo| _ |BX|

A, (5)
pfiéemz pomér A = |ASy|/ro = 10/|BSo| nezavisi na poloze bodu X € ky.

178 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



Obr. 3 K odvozeni Apolloniovy kruznice

Zafixujme nyni body A, B (A # B) a zvolme pevné kladné ¢islo A # 1.
Pak na pfimce AB existuje pravé jedna dvojice bodu C a D takova, ze
bod C' lezi uvnitf a bod D vné tsecky AB, a plati

_|AC]  |AD|

A= = .
|BC|  |BD|

Body C, D lze snadno sestrojit a k nim i kruznici ky nad pramérem CD.
Vime jiz, ze pro kazdy bod X € ko plati (5). Obrécené, kdyz X ¢ {C, D}
a plati |[AX|/|BX| = A\, miZzeme trojuhelniku ABX opsat kruznici k a
v bodé X k ni vést te¢nu ¢ (obr. 3 vpravo), ktera protne pfimku AB v bodé
0.V analogii s prvnim dikazem véty 1 1ze z podobnosti trojuhelnikia AOX
a XOB zjistit

|AO]  |XO| |AX|

|XO| |BO| |BX|

Odtud a ze vztahu (5) plyne

A

40|, |AS)|
BO| BSo|

neboli O = Sy. Plati tedy nasledujici véta.

Véta 2 (Apolloniova kruznice)

Necht jsou v roviné dany dva rtzné body A, B a kladné éislo A # 1.
Mnozinou vSech bodid X dané roviny, pro néz plati |AX| : |[BX| = A, je
kruznice kg sestrojend nad primérem CD, kde C' a D jsou body pfimky
AB spliujici vatah |[AC| : |BC| = |AD| : |BD| = A.
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Kruznice z véty 2 se dnes nazyva Apolloniova kruznice, tiebaZe ji pii-
blizné sto let pfed Apolloniem popsal Aristoteles. Ale to jsme jiz zminili
minule.

Kazda ¢tvetice (A, B, C, D) navzajem riznych kolinearnich bodu A, B,
C a D, pro niz plati

|AC| : |BC| = |AD| : |BD| (6)

a tedy i ekvivalentni vztah (1), se nazyva harmonickd ctvefice bodi.

Z dnesniho hlediska popisuje Gvodni ¢ast (Archimedovy) véty 1 kon-
strukci bodu B jako obrazu bodu A v kruhové inverzi urcéené zakladni
kruznici kg a rovnici (4).

Kdyz se vratime k situaci z pravé ¢asti obr. 3, zobrazuje dana inverze
bod X na sebe, bod A na bod B a bod B na A. KruZnice k opsana
trojihelniku ABX je body A, B a X jednoznac¢né urcena. Kazda kruznice,
jez neprochéazi stiedem inverze, se inverzi zobrazi na kruznici. Je tedy k
v inverzi samodruzné.

v prusediku X jsou na sebe kolmé). A tak posledni Gvahy potvrzuji znamy
poznatek, ze kazda kruznice kolma k zékladni kruznici se v inverzi zobrazi
na sebe. Z avah plyne véta:

Véta 3 (Harmonické ¢tvefice bodil a inverze)

Je-li (4, B,C,D) harmonickd ¢tvefice bodu, pak inverze se zdkladni
kruznici kg sestrojenou nad primérem CD zobrazuje bod A na bod B.
Vsechny kruznice s tétivou AB jsou v této inverzi samodruzné (a kolmé
ke ]fo)

Daéle se budeme zabyvat kruznicemi z geometrie trojihelniku. Vétou
o délkach tecen, kterou Archimedes elegantné vyuzil v druhém dtkazu
véty 1, zdtivodnime i néasledujici tvrzeni.

Véta 4
Jestlize se strana BC' trojuhelniku ABC' dotyka vepsané a pripsané
kruznice v bodech T' a U, pak |BT| = |CU| (a |CT| = |BU]).

Diikaz. Necht se polopfimka AB dotyka vepsané kruzmice | v bodé N,
pfipsané kruznice [, v bodé V a polopfimka AC ma s kruznicemi [ a [,
body dotyku M a W (obr. 4). Vzhledem k vété o délkach tecen mizeme
oznadit © = |[AN| = |AM]|, y = |BN| = |BT| a z = |CM| = |CT)]. Pro
polovinu s obvodu trojuhelniku ABC plati s = x + y + 2. Také vsak je
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s = |AV| = |AW|, jak napovidaji ¢adrkované oblouky s Sipkami na obrazku.
Z uvedenych vztahi plyne |BV| =z a |CU| = |CW| =y = |BT|. O

A X N VB z V
Obr. 4 K dotyktm vepsané a pripsané kruznice

Ozna¢me k(O;r) kruznici opsanou trojuhelniku ABC. Jeji obraz ve
stejnolehlosti s koeficientem % a stfedem v ortocentru V' trojihelniku je

kruznice h, kteréd se nazyva kruznice deviti bodi, resp. Feuerbachova kruz-
nice (obr. 5).

Obr. 5 KruZnice deviti bodu

7 definice ihned plyne, Ze kruznice h mé stied H ve stfedu tsecky OV,
polomér r/2 a obsahuje stiedy Ay, By, a Cy tsecek, jez spojuji ortocentrum
trojuhelniku s jeho vrcholy a jimz se fikd FEulerovy body. Podle tvrzeni
z tlohy 4 na ni lezi také paty vysek trojuhelniku. Trojihelniky ABC, ABV,
BCV a CAV maji stejné paty vysek P, Q a R. Proto maji i spole¢nou
kruznici deviti bodti. Pfitom v kazdém z poslednich tii trojihelniki jsou
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dvé usecky, jez spojuji jeho ortocentrum s vrcholem, totozné s nékterymi
stranami trojihelniku ABC. Odtud plyne, Ze na kruznici h lezi i stiedy
A’, B" a C' stran trojuhelniku ABC.

NaSe tivahy uzavieme diikazem véty 5, kterou (v ponékud nepfesné
formulaci') uvedl a dokézal Karl Feuerbach (1800-1834), bratr filozofa
Ludwiga Feuerbacha. Jeho pomérné slozity trigonometricky dikaz se opiral
o poznatek, ze dvé kruznice se dotykaji, pravé kdyz je vzdalenost jejich
stfedi rovna bud souc¢tu, nebo absolutni hodnoté rozdilu jejich polomért.
Zde uvedeme nepocetni diikaz, ktery vychézi z predchozich poznatkt a
publikace [4].

Véta 5 (Feuerbachova)

Kruznice h se dotykd kruznic trojuhelniku pfipsanych i kruznice ve-
psané, pokud s ni nesplyva. Dotyk s pfipsanymi kruznicemi je vnéjsi a
s vepsanou kruznici vnit¥ni.

Obr. 6 Kruznice deviti bodu

Diikaz. Je zfejmé, ze v rovnostranném trojihelniku je kruznice h totozna
s kruznici trojuhelniku vepsanou a dotyka se pfipsanych kruznic ve stie-
dech stran trojuhelniku. Omezime se tedy na nerovnostranny trojihel-

1Zakladnim objektem ptivodni véty [3, str. 38] je kruznice, kterad prochézi patami
vysek trojuhelniku. Ta neni pro pravouhly trojuhelnik jednoznac¢né urcena.
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nik ABC znazornény s kruznici h(H;|H A'|) na obr. 6. Dvé stejnolehlosti
prevadi vepsanou kruznici [(S;r1) na kruznici [,(S,;72) trojuhelniku pifi-
psanou ke strané BC'. Stfedem prvni stejnolehlosti je bod A, druhé pak
prusecik I spoleénych vnitinich teen BC' a t kruznic. Absolutni hodnota
koeficienti obou stejnolehlosti je

T2 _ |AS(L‘ |ISa|

o |AS| ~ |IS]°

Vidime, ze (A,1,S5,S,) je harmonické ¢tvefice bodu. Stejné tak i ¢tverice
(P,I,T,U), jez je kolmym priimétem ctvetice (A, 1,5,5,) do piimky BC.
Usecky TU a BC maji spoleény stied A’ (véta 4). Podle véty 3 zobrazuje
kruhovd inverze se zdkladni kruznici ko(A’; |A’T|), bod P € h na bod I.
KruZnici h, jeZz prochazi stfedem A’ inverze, zobrazuje na piimku kolmou
k tiseéce A'H a tedy rovnobéZnou s tefnou t; sestrojenou v bodé A’ ke
kruznici h. UkdZeme, Ze touto rovnobézkou je primka t. Stac¢i pouze ovérit,
zet || tl.

Tecna t1 svird s tétivou A’ B’ Gsekovy tihel shodny s obvodovym thlem
A’'C’'B’. Ten je shodny s protilehlym tthlem A’C' B’ rovnob&zniku A’CB’'C".
Ze soumérnosti podle piimky 5SS, dostaneme | A'CB’| = [ IDA|. Odtud
a z relace B'A’ || AB plyne t || t;. Obrazem kruznice h je tedy piimka t.
Kruznice [ a [, jsou kolmé ke kruznici kg a proto v dané inverzi samodruzné.
Jestlize se jich dotyka tecna ¢, pak se jich dotyka i jeji vzor, kruznice h.

Typy dotyku jsou zfejmé z definic kruznic a pro ostatni pfipsané kruz-
nice je dikaz analogicky. O

Tim konéi nase kratka prochazka napfic staletimi. Jejim cilem bylo upo-
zornit na tzkou souvislost tii tematickych celk: Apolloniovy kruZnice,
kruhové inverze a mocnosti bodu ke kruznici. V tradi¢nich ucebnicich by-
vaji uvadény oddélené, coz muze nepriznivé ovliviiovat kvalitu ziskanych
poznatkil.

K procviceni dvou zékladnich metod, vyuzivani podobnosti trojuhel-
nikd a véty o délkach tecen, je urcena vétsina nize uvedenych tloh.

Ulohy

1. Jestlize V je ortocentrum trojuhelniku ABC, ktery neni pravouhly,
pak jsou kruznice opsané trojuhelnikim ABC, BCV,CV A aVAB
shodné. Dokazte.
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2. Na obr. 7 je znazornéna konstrukce obrazu X’ bodu X v inverzi se

zakladni kruznici kg provedena pouze kruzitkem. Popiste ji a dokazte.

Obr. 7 Sestrojeni obrazu bodu v kruhové inverzi kruzitkem

. Jestlize se tfi shodné kruznice protinaji v bodé D a body C, B,

A (rtizné od D) jsou priseciky vzdy dvou z téchto kruznic, pak D
je ortocentrum trojuhelniku ABC' a kruznice tomuto trojuhelniku
opsana je shodna s prvnimi tfemi. Dokazte.

. Dokazte, ze obraz ortocentra trojuhelniku v soumérnosti podle jeho

strany lezi na kruznici trojihelniku opsané. (Dokazte shodnost troj-
thelniktt CPV a CPD na obr. 5.)

. 'V pravouhlém trojihelniku ABC je @ pata vysky, p1, p2 a p po-

loméry kruznic vepsanych trojuhelnikim AQC, BQC a ABC'. Do-
kazte, ze plati: a) p=(a+b—1¢c)/2, b)p1+p2+p=r.

. Ozna¢me p a p. polomér kruznice vepsané a pripsané preponé AB

trojihelniku ABC. Dokazte, ze trojuhelnik ABC ma pieponu délky
c=p.—paobsah S=p-p..
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