Mocnost bodu ke kruznici
v dukazech

SARKA GERGELITSOVA — TOMAS HOLAN
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Cilem tohoto ¢lanku je ukazat, jak ndm mize geometricky vztah, ktery
se nazyva mocnost bodu ke kruznici, pomoci pti diikazech.

V élanku [3] jsme uvedli nékolik postupt jak sestrojit bod, ktery déli
usecku AB v daném poméru, a vyuzitim zndmych geometrickych vztaht
jsme ovérovali jejich spravnost. Zde predvedeme nékolik dalsich konstrukei,
jejichz spravnost ovéfime vyuzitim mocnosti bodu ke kruznici. Ve vsech
ditkazech budeme danou tsecku AB povaZovat za jednotkovou.

Abychom nezamlzili hlavni myslenku, nebudeme nékteré snadné vypo-
¢ty rozepisovat do tplnych podrobnosti. Bud nam tedy véfte nebo (lépe)
si ke ¢teni vezméte tuzku a papir.

Podivejme se nejprve na jednu konstrukci, jejiz spravnost ovéfime po-
moci zndmych planimetrickych vét.

Jedna Sestnéactina

Konstrukei na obr. 1 sestrojime bod P v jedné Sestnactiné tsecky AB,
tedy bod tsecky, pro ktery plati |[AP|: |PB|=1:15.
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Obr. 1 Konstrukce bodu v jedné Sestnéactiné usecky
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Stredy a poloméry kruznic ks, k3, k4 jsou zfejmé z obr. 1, kruznice ks
m4 stied B a polomér |[EF|.

Drikaz. Spravnost konstrukce snadno dokédzeme vyuzitim pravouhlych troj-
thelnikt. Bod P je stfedem spolecné tétivy GH kruznic k4, ks. Stfedy
kruznic jsou body C, B, polomér kruznice k4 je 2, zbyva tedy spocitat
polomér kruznice ks, tedy délku tusecky E'F, ktera je spole¢nou tétivou
kruznic ks, k4.

Je-li M stied tisecky E'F (obr. 2), dostavame z pravothlych trojihelnika
CMF, BMF, v nichz je tisecka F'M odvésnou,

|CF|? — |CM|? = |[FM|? = |BF|*> — |BM|?, kde |[CM| = |CB|—|BM]|,

tedy
1
4- (2~ |BM|)* =1-|BMP, odkud |BM|= ;.

Odtud jiz (napiiklad z Pythagorovy véty v pravothlém trojuhelniku BM F)
dostévame |FM| = Y15 a |EF| = ¥I5,

pilD

Obr. 2 Dukaz konstrukce jedné Sestnactiny

Jednou z mozZnosti, jak urcit polohu bodu P na usecce AB, je uziti
Eukleidovy véty o visce. Usecka GP je vyskou pravotihlého trojihelniku
DGB i pravouhlého trojuhelniku KGL, kde K, L jsou pruseciky kruznice
ks s pfimkou p; (obr. 2). Proto

|PD|-|PB| = |GP|* = |PK|-|PL|, (M1)
kde
|PD| = [AD| + |AP|, |PB| = |AB| —|AP]|,
|PL| = |BL| +|PB|, |PK|=|BK|—|PB|,
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tj.
|PD| =3+ |AP|, |PB|=1-|AP]|,
|PL| = Y55 +|PB|, |PK| = Y15 — |PB|,

tedy ozna¢ime-li |[AP| =d
B4+d)-1-d)= <\/2175+(1—d)> : <\/2175—(1—d)> .

1
Odtud po upravé a vyfeseni rovnice (které ponechavame ¢tenaii) d = 6
Vztah (M1), ktery jsme odvodili ze vztahii v pravothlych trojihelni-
cich, je specidlnim pfipadem geometrického vztahu zndmého jako mocnost
bodu ke kruznici. Najdeme ho v ucebnicich planimetrie i v mnoha interne-
tovych vyukovych kurzech (napf. [4]), zde si ho pfipomeneme.

Mocnost bodu ke kruznici

Definice
Pro kazdy bod M a kazdou kruznici k(S,r) definujeme mocnost bodu
M ke kruznici k jako &slo m = [MS|> — r2.

Pozndmka. Z definice plyne, ze m € (—r?,+00) .

Véta 1
Pro libovolnou pfimku prochézejici bodem M a protinajici kruznici k
v bodech K, L plati

|KM]|-|LM| pro kazdy bod M vné kruznice k
m=< —|KM|-|LM| pro kazdy bod M uvnit¥ kruznice k
0 pro kazdy bod M kruznice k

Pro K = L je piimka te¢nou kruznice a m = |M K |*.

Dtkaz ekvivalence vySe uvedenych tvrzeni a definice najde ¢tenar ve
vétsing stfedoskolskych ucebnic planimetrie, v [2] a v dalsi literatute. Zde
pfimo dokazeme pouze tvrzeni, které budeme dale vyuzivat a které je
disledkem této véty.
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Drsledek 1. Jsou-li a, ¢ dvé ruzné secny kruznice k prochéazejici bodem M,
ank ={A,B}, cnk ={C, D}, plati |[MA|-|MB|=|MC|-|MD]| (obr. 3,
vlevo pro bod M vné kruznice, vpravo pro bod M uvnitf kruznice).

f°

Obr. 3 Dusledek véty o mocnosti

Zduvodneéni. I bez znalosti vyse uvedenych vztahi vidime, Ze trojihelniky
MAD, MCB v kazdé z ilustraci na obr. 4 jsou podobné. Maji totiz shodny
tthel p pfi vrcholu M a thly pii vrcholech A, C' jsou shodné proto, Ze jsou
to obvodové thly v kruznici k nad obloukem BD.

Proto |[MA|: |MD| =|MC|:|MB|, atudiz |MA|-|MB| = |MC|-|MD|.

Obr. 4 Dukaz dusledku véty o mocnosti

Chorddla

Z vyse uvedeného disledku plyne, ze pokud se kruznice k, [ protinaji
(ozna¢me priseciky K, L), ma kazdy bod pfimky KL stejnou mocnost
k obéma kruznicim. Plati obecné tvrzeni, Ze takova primka existuje pro
libovolné nesoustifedné kruznice. Uvaddime ho bez ditkazu:
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Véta 2

Mnozina vsech bodu, které maji stejnou mocnost ke dvéma rdznym
nesoustfednym kruznicim, je primka kolma na stfednou danych kruznic.
Pozndmka. Tato primka se nazyva chorddla danych kruznic. Pro sou-
stfedné kruznice chordalu nedefinujeme.

Disledek 2 — Sec¢na dvou kruznic. Vedeme-li z libovolného bodu M na
chordale nesoustiednych kruznic k, | (kde M neni priseéikem kruznic)
primku, ktera protina kruznici k£ v bodech A, B a kruznici [ v bodech C,
D (obr. 5), plati

|MA|-|MB| =|MC|-|MD| (M2).

Tento vztah je pfimou aplikaci vlastnosti bodu chordaly a vyuzijeme ho
pri dtikazech v nésledujicich pfikladech. Vztah (M1), ktery jsme odvodili
v ditkazu spravnosti konstrukce jedné Sestnactiny v tvodu tohoto ¢lanku,
je jeho variantou pro se¢nu, ktera je stfednou danych kruznic. Na obr. 5
je ilustrace pro bod chordaly M uvniti kruznic, vztah plati i pro bod M
vné kruznic a kruznice se nemusi protinat.

Obr. 5 Délky na seéné, M uvnitf kruznic

Jedna devitina poprvé

Konstrukci na obr. 6 sestrojime bod P v jedné devitiné usecky AB,
tedy bod tsecky, pro ktery plati |AP| : |[PB| =1 : 8. KruZnice k5 m4 stied
v pruseciku F kruznic ks, k4 a prochazi bodem C.

Hledany bod P je pruseéikem piimky F'G s pfimkou AB. P¥imka F'G
je chorddlou (spole¢nou tétivou) kruznic ky4(D, |DA|), ks(E, |EC|). Hleda-
nou délku |AP| tedy uréime pomoci vztahu (M2), pokud najdeme druhé
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priseciky kruznic k4, ks s pfimkou AB a vhodné vyjadiime délky nékolika
tsecek na primce AB.
Pro bod K — druhy priisecik kruznice k4 s pfimkou AB —plati |[DK| = 3.

F

Obr. 6 Prva konstrukce jedné devitiny
Je-li L druhy prusec¢ik pfimky AB s kruznici ks a M stfed tsecky CL
(obr. 7), uré¢ime polohu bodu L pomoci bodu M, pfiéemz polohu bodu M
ur¢ime stejnym postupem, jakym jsme urcili polohu bodu M jiz v prvé
konstrukei tohoto ¢lanku (konstrukce jedné Sestnédctiny).

Opakujeme-li vySe uvedeny postup, pak:
Protoze |CE| =2 a |DE| = 3, dostavame

|DE]” — |DM|? = |EM|* = |CE[* — |CM?,
kde |DM| = |CM| + |CD]|, tedy
9— (24 |CM|)?*=4—|CM?,

odkud |[CM| =1, atedy |CL| = 1 = |AL|.
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Obr. 7 Dukaz spravnosti konstrukce jedné devitiny. Bod M je stied tétivy CL
kruznice ks, je to tedy bod pfimky p:1
Nyni jiz snadno vyjadiime délku tsecky AP ze vztahu (M2):
\PK|-|PA| = |PL|-|PC|.
Oznac¢ime-li |AP| = d, pak (6 +d)-d = (3 +d)- (1 +d), odkud d = }.

Jedna dvanactina

Jako snadné cviceni nyni dokdzeme spravnost konstrukce na obr. 8,
kterou sestrojime bod P v jedné dvanéctiné tsecky AB. KruZnice k5 ma
stied D a polomér |EF|.

Bod P lezi na chordale HG kruZnic kq4, ks (uvniti kruznic). Pro vypodet
délek na pfimce AB, ktera obé kruznice protiné a prochazi bodem P, proto
opét vyuzijeme vztah (M2).

Ozna¢me J, K pruseéiky kruznice ks(D, |EF|) s pfimkou AB (obr. 9).
Délku tsecky EF jsme jiz spocetli v prvnim piikladu, |EF| = @ Bod
D je prusecik kruznic ko, k3, proto pata M kolmice na pfimku AB z bodu
D je stied tsecky AB, tedy |[AM| = % a v pravotthlém trojuhelniku JM D
plati [MD| = 2 |JD| = |EF| = ¥I5. Odtud

15 3
JM| =4/ — — — =+V3.
|TM| L= Ve
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Obr. 8 Konstrukce jedné dvanactiny

Obr. 9 Dikaz spravnosti konstrukce jedné dvanéctiny

Bod P ma4 ke kruznicim k4, k5 stejnou mocnost, proto délku |[AP| =d
vypocteme za vztahu |PL|- |PB| = |PJ| - |PK]|, tedy

ean-a- (a4 (40 (1)

Odtud d = |AP| = .
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Ve zduvodnéni spravnosti nasledujici konstrukce vyuzijeme mocnost
bodu ke kruznici k pomocnému vypoctu.

Jedna devitina podruhé
TyZ bod na tsece AB muZeme casto sestrojit riznymi postupy. Na
obr. 10 je dalsi konstrukce bodu v jedné devitiné usecky AB.
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Obr. 10 Jina konstrukce jedné devitiny

Vztah mocnosti nyni nemtzeme vyuzit pfimo k urceni polohy bodu P
na piimce AB, protoze bod P nelezi na chordéle zadné dvojice sestroje-
nych kruznic. Mocnost nam ale pomuze urcit pomeér, v némz déli bod G
tsecku F'B.

Stiedy shodnych kruznic ko, ks, k4 o polomeéru 1 lezi ve vrcholech rov-
nostranného trojihelniku. Proto je EF prumér kruznice k3 (trojihelnik
EFH na obr 11 je rovnostranny o strané délky 2). Proto |CL| = 5

|LF| = Y3 |BL| =2, a tedy

|BF| = Z = V7.

L3
4

Mocnost bodu B ke kruznici k4 je rovna |BC|-|BA| =2 = |BF|-|BG|.
Protoze |BF| = /7, je |BG| = Z =2 V7. Tudiz |BG| = 2 - |BF]|.
Jestlize oznadime po fadé L, M, N paty kolmic na pfimku AB z bodu
F, E, G, pak z podobnosti pravotuhlych trojahelniki BFL, BGN také
ING|=2-|LF|a|BN|=2-|BL|, kde |[BL| = %. Proto

25 25 11

5
[LN| =2 -|BLl =1}, [MN|=|LN|-|LM|= 1 -1= .
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Odtud jiz vypocteme vSechny potfebné délici poméry. Bod P déli tsecku
MN v poméru |[ME|: |[NG| = |LF|:|NG|=7:2. Tudiz
7 7T 11 11
MP|=--|MN|=--—=—.
| | 9 | | 9 14 18

Odtud [AP| =1 1 =1

Obr. 11 Dukaz spravnosti konstrukce jedné devitiny

Cvic¢eni — jedna sedmadvacetina

Uméli byste dokéazat, ze konstrukci na obr. 12 sestrojime bod v jedné
sedmadvacetiné usecky AB?

Obr. 12 Konstrukce jedné sedmadvacetiny
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Kruznice k3(C, |CBJ) slouzi k sestrojeni bodu G, ktery je stfedem kruz-
nice k4(G,|GA|), bod I je jednim z priseciktt kruznic ko, k4, bod J je
druhym prusecikem pfimky ps = GI s kruznici ks a kruznice kg mé stied
v bodé J a prochézi bodem C. Vysledny bod P je prusecikem kruznice kg
s pfimkou AB.

Poradime vam, ze stac¢i dvakrat vyuzit mocnost bodu ke kruznici, jed-
nou pro prusecik pfimky I'H s pifimkou AB, podruhé pro bod G (pro
urceni polohy bodu J na tsecce GI).

Ulohy bez vypoétu

Mocnost bodu ke kruznici jsme zatim vyuzili k vypoctim délek, hodi
se vsak i k dukaztim geometrickych vztahi, v nichz se o délkdch nemluvi.
Viz napf. [1], [2]. Zkuste si sami dokdzat nésledujici dvé (snadnd) tvrzeni.

Body na kruznici

Vedeme-li z libovolného bodu M na chordale nesoustfednych kruznic
k, I (kde M neni priseéikem kruznic) dvé rtzné pt¥imky, z nichz jedna
protind kruznici k£ v bodech A, B a druhd protind kruznici ! v bodech
C, D, lezi body A, B, C, D na jedné kruznici (ndvodny obr. 13 ilustruje
zadédni pro bod M vné kruZnic).

Obr. 13 Body na kruznici

262 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



Prisecik primek

Je déana kruznice k a body A, B, které na ni nelezi. Zvolme bod C
libovolné tak, aby nelezel na pfimce AB a aby se kruznice k a kruznice m
opsand trojihelniku ABC protinaly. Ozna¢me pruseciky téchto kruznic F,
F' a sestrojme primky AB, EF. DokaZte, Ze poloha pruseciku P primek
(pokud existuje) nezavisi na volbé bodu C (obr. 14).

Obr. 14 Prusecik pfimek

V tomto ¢lanku jsme ukazali, ze mocnost bodu ke kruznici neni jen po-
jem, jehoz definici si zaci ve Skole maji zapamatovat, ale je to uziteény
geometricky vztah, ktery mé také konstruktivni charakter. Mocnost jsme
vyuzili pfi dikazech tvrzeni o délkach v geometrickych konstrukcich. Na-
znacili jsme také, Ze tento vztah muze usnadnit dikazy mnoha dalsich
geometrickych tvrzeni. Mozna vas uvedené dikazy inspiruji k hledani kon-
strukci dalSich délicich bodi na tseéce AB, k némuz jsme vas vyzvali jiz
v ¢lanku [3].
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