Soutéz o nejvetsi fraktal
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Cilem tohoto ¢lanku je obeznamit ¢tenafe s tim, co jsou fraktaly a jak
tyto fascinujici geometrické utvary, kterymi se zabyva soucasnd matema-
tika, priblizit détem na zdkladni ¢i stfedni skole. Fraktaly jsou skutecné
krasné, daji se proto vyuzit k motivaci ke studiu matematiky, zaroven ale
také k rozvijeni poznatkl z geometrie ¢i vytvafeni prvnich pfedstav o li-
mité. Radi bychom vas také vyzvali, abyste se zapojili do nasi soutéze
,O nejvetsi fraktal“.
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Fraktdl je takovy geometricky utvar, ktery je sobépodobny — znamena
to, ze pokud dany utvar pozorujeme v jakémkoliv méfitku ¢i rozliSeni,
pozorujeme stale opakujici se uréity charakteristicky tvar (motiv); miva
na prvni pohled velmi slozity tvar, ale je generovan opakovanym pou-
zitim jednoduchych pravidel. Fraktaly jsou na prvni pohled nejslozitéjsi
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geometrické objekty, které soucasnd matematika zkouma, maji vsak casto
prekvapivé jednoduchou matematickou strukturu.

Asi nejznaméjsim fraktalem je tzv. Sierpinského trojuhelnik, pozoru-
hodny pfedevsim tim, Ze ma nekonecné velky obvod a pritom nekonecné
maly obsah. Konstrukce Sierpinského trojuhelnika je jednoduchéa, vznika
postupnym nekone¢nym odebiranim mensich rovnostrannych trojuhelnikt
od zakladniho rovnostranného trojahelniku.

Vasim tkolem bude slozit co nejvétsi Sierpinského trojuhelnik, ktery
posklddate z mensich Sierpinského trojthelnikd (zvolte jednotnou stranu
délky 15 cm). Na fotografii z Opavy vidite akci, na niz jsme takovy troju-
helnik poskladali z 81 trojuhelnikd. Piekonate nas rekord?

Navrh aktivity ve tiidé: vyroba Sierpinského trojuhelniku

Kazdy zéak si narysuje velky rovnostranny trojihelnik se stranou délky
15 cm. Pak narysuje vSechny stfedni pficky ve velkém trojuhelniku, ty
rozdéli velky trojuhelnik na ¢tyfi mensi. Prostfedni rovnostranny troj-
thelnik zak vybarvi. Zistanou tfi nevybarvené trojihelniky. Zkonstruuje
stfedy jejich stran a opét narysuje stfedni pricky. Vybarvi tfi nové vzniklé
prostiedni trojuhelniky.

Budte napaditi v pouziti barev. Opakujte tento postup tolikrat, koli-
krat to jenom pujde. Zkuste trojuhelniky vybarvovat zajimavymi, symet-
rickymi vzory.

Kazdy zak si vytvori vlastni model Sierpinského trojihelnika, pfitom
mladsi zaci si mohou procvicovat geometrii — jak sestrojit rovnostranny
trojuhelnik bez pouziti kruzitka, jak sestrojit stfedni piicku trojihelnika.
Mizete mluvit o podobnych trojihelnicich a procvicovat odhady a logické
odvozovani. Zaci dopliiuji své odhady o poétu trojuhelniki a jejich obsahfi
do tabulky. Obsah se pocita vzhledem k celkovému obsahu prvniho velkého
trojuhelnika, o kterém predpokladame, ze ma obsah 1.

Cilem je najit zavislost a dopfedu pred dalsim krokem uréit, kolik bude
vybarvenych trojihelniki, nésledné porovnat sviij odhad se skutec¢nosti.

Uloha 1

Kolik trojahelniki bude vybarvenych po ¢tvrtém opakovani? Kolik po
Sestém opakovani? [27, 243)
Uloha 2

Obsah nevybarvenych trojihelnikt je po prvnim kroku 3/4, po druhém
9/16. Jak to bude po tfetim kroku? [27/64]
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Uloha 3 (Pro $ikovnéjsi nebo starsi zaky)
Objevte vzorec: po n-tém kroku bude obsah nevybarvené plochy (3/4)".
Nejsikovnéjsi zaci mozna objevi, Ze se zvySovanim poctu iteraci se obsah
nevybarvené ¢asti bude neustale zmensovat az do nekonecna.

Uloha 4
Vypocitejte obvod nevybarveného utvaru.

Vsimnéte si, Ze roste do nekonecna se zvysujicim se poétem iteraci. (za-
¢atky pochopeni pojmu limita, u mladsich zaki se uspokojime na intuitivni
arovni)

Sierpinského trojuhelnik je tak piikladem utvaru s nekonecéné velkym
obvodem a pfitom s nekonecné malym obsahem. Zajisté ucitele nebo zaky
napadnou dalsi zajimavé ulohy.

Na konec aktivity vytvorte ve tfidé ze skupiny 9, 27, 81, ... troj-
uhelnikt vétsi Sierpinského trojuhelnik (muZete zkusit vytvofit i jiné za-
jimavé tvary). Idedlné pfi po¢tu 27 7kl (z nich se d4 sestavit dalsi vétsi
fraktal; pfi mensim poctu zakt mohou Sikovnéjsi a rychlejsi zaci zhotovit
fraktaly dva). Zavérecné sestavovani, pfipadné doplnéné pofizenim foto-
grafii, je p€knym vyvrcholenim aktivity.

Uloha 5
Kolik trojuhelnikt by bylo potifeba na sestaveni dalsiho vétsiho frak-
talu? [81]

Sikovnéjsim zakfim neujde souvislost s po¢tem nevybarvenych trojahel-
nikd pocitanych drive.

Zapojte do soutéze nejenom vasi t¥idu ale i dalsi tfidy, popripadé celou
skolu — udélejte si obrovsky fraktal ve vasi télocviéné nebo na dvore. Svij
vytvor vyfotografujte a poslete na email jana.kopfova@math.slu.cz do
31. 1. 2016. Pro skolu, kterd nam posle obrazek svého nejvétsiho fraktalu,
¢eka zajimavéa cena, z fotek usporddame vystavku.

Podobné aktivity hledajici vzorce pro obsah a obvod je mozné udélat
pro Sierpinskeho ¢tverec. (Ctverec rozdélime na 9 mensich stejnych étvercii
a prostfedni ¢tverec vybarvime. Tento postup nasledné zopakujeme pro
kazdy ze zbylych 8 nevybarvenych mensich ¢tverct, atd.).

Uloha 6
Kolik ¢tvercti vybarvime po Sestém kroku. [85]
A kolik po n-tém? [8("_1)}
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Uloha 7

Zkuste spocitat obsah nevybarvenych ¢asti po Sestém kroku, po n-tém
kroku, po nekone¢né mnoha krocich.

[Obsah vede na soucet geometrické fady, ktery je roven 1.]

O néco slozitéjsi je Sierpinského trojrozmérny fraktal — étyrstén. Dalsi
p€knou aktivitou je jeho vyrdbéni ve tiidé, které vede také k rozvijeni
prostorové predstavivosti (mozné materidly, papirové ¢tyfstény, pfipadné
slozené pomoci origami, nebo konstrukce pomoci Spejli a kulicek z mar-
$melounti nebo kuli¢ek vyrobenych z mouky a vody).

Uloha 8
V prvnim kroku potfebujeme 4 ¢tyistény. Kolik jich bude potieba v pa-
tém kroku? Kolik v n-tém kroku? Kolik hran a kolik vrchold?

Uloha 9
Jaky bude povrch takto zkonstruovaného utvaru? Jaky bude povrch po
tfetim kroku? A po n-tém? A po nekonecné mnoha krocich?
[Toto ¢islo se s po¢tem krokti nijak neméni.]

Uloha 10
Jaky bude objem tohoto utvaru? Po prvnim kroku, po patém kroku, po
n-tém kroku? Po nekoneéné mnoha krocich?
[Tento objem se bude zmensovat az k nule.]

Alternativni moznosti je pyramida s ¢tvercovou zakladnou — zde potie-
bujeme 5 ¢tyfsténd v prvnim kroku. Kolik jich bude potfeba v sedmém
kroku? Stejné tkoly opakujeme i pro tento utvar, studenti si sami kladou
otazky.

Zaroven bychom vam radi nabidli DVD ,Matematika a jeji tajemstvi“,
kde se o svété fraktald i jinych zajimavych tématech z matematiky muzete
dozvédeét vice. Nabizime ceskou, anglickou i némeckou verzi. DVD obsahuji
sedm film o matematice namluvené rodilymi mluvéimi na témata:

1. Tajemstvi fraktala.
Mitize existovat utvar s nekoneénym obvodem a s konecnym obsa-
hem? Pojd se s ndmi podivat do svéta fraktdla! Co jsou to fraktély,
kdo a jak je poprvé objevil a kde se pouzivaji.

2. Piibéh disla 7.
Cislo  je jedno z nejslavnéjsich ¢isel v matematice. Kde se ale vzalo,
jaké ma vlastnosti a jak a pro¢ se objevuje ve vzorcich pro obsah
kruhu, nebo objem koule?

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 269



3. Tajemstvi topologie.
Topolog pry nerozezna pneumatiku od hrnku na kavu. Co je to topo-
logie a jaka dalsi tajemstvi skryva? Od Platdnskych téles, Eulerovy
véty az po Mobiuv pasek a Kleinovu lahev.

4. Tajemstvi ukryté ve spiralach.
Co maji spiraly spolecné s kraliky? A matematika s botanikou? Ar-
chimédovy, logaritmické a Fibonacciovy spiraly, jejich vlastnosti a
souvislosti s vyskytem v prirodeé.

5. Tajemstvi pravotihlych trojuhelniki.

Co ma spole¢né Pythagoras s pravothlym trojahelnikem? Historie a
dalsi netusené zajimavosti kolem Pythagorovy véty.

6. Tajemstvi pocitani s nekonecnem.

Mize mit nekonecnd fada ¢isel konecny soucet? Rady geometrické,
harmonické a jak je to s jejich soucty. Jak se s nekoneénem pocita?
S¢itani nekoneCen a Zendénovy paradoxy.

7. Tajemstvi Pascalova trojihelniku.

Co vSechno skryva Pascaliv trojuhelnik? Historie a souvislosti, troj-
thelnikova a ¢tvercova cisla, fraktalové vzory a jiné pozoruhodné
vlastnosti ukryté v Pascalové trojuhelniku.

Filmy je mozné vyuzit k doplnéni ¢i rozsiteni uciva na zakladnich i
stfednich Skoldch. Na mnohé otézky uvedené ve filmech lze navazat ve
vyucovani matematiky a zamyslet se tak nad dalsimi problémy v SirSich
souvislostech.

Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uverejiiovani tloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto ¢isle uvadime zadéani dalsi dvojici tloh. Jejich fe-
Seni muzete zaslat nejpozdéji do 20. 11. 2015 na adresu: Redakce casopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@Qupol.cz.
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