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V jednom z minulych ¢isel naseho cCasopisu jsme
vas seznamili s Heronovou tlohou a s jejim vyu-
Zitim pfi modelovani kuzeloseéek [1]. Zjistili jsme,
jak vytvorit elipsu, hyperbolu a parabolu pouhym
prekladanim papiru:

Jestlize na pauzovact papir narysujeme kruznici
k = k(B,s) a bod A v jeji vnitind oblasti, vytvd-
Time piimky obalujict elipsu {X; |AX|+|X B| = s}
jako prehyby, jez premistuji body kruZnice k na bod
A. Pokud bod A umistime do vnéjsi oblasti kruz-
- nice k, dostaneme analogicky primky obalujici hy-
perbolu {X; ||AX| — |XB|| = s}. Postup pro modelovdini paraboly se na
prung pohled lisi od dvou predchozich: kdyZ si na papir narysujeme primku
q a bod A, ktery na ni nelezi, primky obalugici parabolu {X; |[AX| = |¢X|}
ziskdme jako pFehyby, jeZ na bod A premistuji body primky q.

V ¢lanku [1] jsme naznadili, Ze pfipad paraboly je limitnim piipadem jak
hyperboly, tak elipsy. Ale pfislusny limitni pfechod neni mozné znézornit
na preklddaném papife. V tomto prispévku se zaméfime na moznosti dyna-
mickych geometrickych prostiedi pti vizualizaci vyse uvedeného limitniho
pfechodu. Dynamické geometrické prostiedi je takové prostiedi, ve kterém
s geometrickymi objekty zde sestrojenymi mizeme libovolné manipulovat
(ménit jejich polohu, rozméry) a tyto manipulace nemaji vliv na zadané
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vztahy mezi objekty. Sestrojime-li napfiklad body A, B, tsec¢ku AB a jeji
stfed S, tak pfi zméné polohy bodu A nebo bodu B se automaticky zméni
poloha bodu S tak, aby stéle ztstaval stfedem tsecky AB.

Pro naSe potfeby vyuzijeme program GeoGebra [2], coZ je volné do-
stupny software pro vyuku matematiky, ktery propojuje geometrii, algebru
a matematickou analyzu. Program GeoGebra umoznuje tvorbu dynamic-
kych pracovnich listi ovlddanych bud pfimou manipulaci s geometrickymi
objekty, nebo pomoci tzv. posuvniki. Vice o moznostech vyuziti programu
GeoGebra ve vyuce matematiky naleznete napiiklad v ¢lancich [3].

Nakresna

Pred zapocetim konstrukce si nejprve vyjasnime pojem ,nakresna“.
V dynamickych prostfedich pracujeme se dvéma riznymi typy nakresen:
virtualni a fyzickou. Virtualni nakresna je mnozina vsech bodi, se kte-
rymi je software schopen algebraicky pracovat. Napfiklad program Geo-
Gebra pracuje s body, jejichZ nejvétsi mozné soufadnice jsou £103%®. Po-
kud bychom zvolili centimetrové méritko, méla by tato virtualni nakresna
tvar ¢tverce o strané 2 - 103 m. (Pro srovnani: Mlééna draha méa priimér
ptiblizné 102* m, pozorovatelny vesmir 5 - 1026 m.)

Fyzicka ndkresna je ndhledem na ¢ast virtudlni ndkresny. Cil takového
néhledu je standardné volen v okoli poc¢atku (cca (—4, 20) x (—6, 10), zalezi
na rozliSeni obrazovky). Pokud ndm vybrand lokalita nevyhovuje, mtizeme
vyuzit nastroju Pohybovat s ndkresnou, Zvétsit, Zmensit a prohlédnout si
jiné misto nebo pouzit jiné méritko zobrazeni. Prohlizenou lokalitu si ne-
muzeme vybirat iplné libovolné — nastrojem Zmensit se dostaneme nejdale
k bodiim se soufadnicemi v fadu 10'7 a s nastrojem Pohybovat s ndkres-
nou se v rozumném ¢ase nedostaneme o mnoho dél (za cely den bychom se
piesunuli od 1017 k 10%3). Oblast, jejiz ¢asti miizeme zobrazovat na fyzické
nakresné, je tak pouhym zlomkem z virtualni nakresny, ale uvédomme si,
ze v centimetrovém méritku by se do ni Slunecni soustava vesla vice nez
stokrat. Také detaily nahledu nemohou byt libovolné malé — nastroj Zvét-
it funguje pouze do fadu 10713, coZ pii centimetrovém mé¥itku odpovida
priméru atomového jadra vodiku.

Na fyzickou nékresnu muZeme umistovat geometrické objekty, posuv-
niky a texty pfimou manipulaci s mysi. Fyzicka nakresna se zkracené ozna-
¢uje jako nakresna.

Rozméry virtualni ndkresny umoziuji vizualizaci limitnich pfechodt do
nekonecna, nebot soufadnice bodt nachazejicich se blizko hranice virtualni
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nakresny jsou dostatecné velké na to, aby mohly poskytnout relevantni in-
formaci o limitni situaci v nekone¢nu. Pti zobrazovani limitniho pfechodu
néjakého objektu do nekonecna se vyuzivad vyhod posuvniku: ¢islo ovla-
dané posuvnikem se zakomponuje jako parametr do algebraické definice
objektu a jeho zvétSovanim (¢i zmenSovanim) se objekt pfiblizuje k hra-
nici virtualni nakresny. Na fyzické nakresné pak mtizeme sledovat, jak na
takovy proces reaguji ostatni objekty.

V celém c¢lanku budeme predpokladat, ze nédkresna mé centimetrové
méfitko (1 dilek = 1 cm).

Piiprava dynamického prostredi

Z tvodu ¢lanku plyne, jak s pomoci fidici kruznice konstruovat body le-
zici na elipse ¢i hyperbole: Zdkladem konstrukce pro elipsu, resp. hyperbolu
o ohniscich A, B a délce hlavni osy s je kruznice k se stredem B a polo-
mérem s, bod A’ na kruznici k a osa usecky AA’ (tecna kuZelosecky, neboli
obraz prehybu pri modelovdni skldddnim papiru). Prisecik osy isecky AA’
a primky A'B je bodem elipsy, resp. hyperboly. Typ kuZelosecky zdvisi na
vzdajemné poloze bodu A a kruznice k: pro bod A umistény uvniti kruz-
nice k dostaneme elipsu, pro bod umistény vne hyperbolu.

Nez za¢neme konstruovat dynamicky obréazek, shriime si, co tento ob-
razek musi umét. Budeme zobrazovat limitni pfechod ohniska B do ne-
kone¢na a také prechod mezi eliptickym a hyperbolickym p¥ipadem. Li-
mitni pfechod zajistime prostfednictvim posuvniku pro délku hlavni osy s.
Ukotvime-li kruznici k¥ = k(B, s) tak, Ze na nakresné pevné zvolime jeji
bod P, pak zvétsovani jejiho polomeéru zajisti pfiblizovani bodu B k hranici
virtudlni nakresny. K uskuteénéni plynulého prechodu mezi eliptickym a
hyperbolickym ptipadem potiebujeme mit moznost ménit vzadjemnou po-
lohu bodu A a kruznice k.

Pro lepsi orientaci a prehlednost dynamické konstrukce si na nakresné
nejprve zadame primku o, kterd bude osou vSech vyslednych kuzelosecek,
budou na ni lezet ohniska, pfipadné ohnisko a vrchol. Také si sestrojime
posuvnik pro celé ¢islo s mezi 1 a 300. Déle si na pfimce o zvolime pomocny
bod P. Ohnisko B umistime na pfimku o do vzdélenosti s od bodu P. Do
takto pfipraveného pracovniho listu pfiddme Fidici kruznici k = k(B, s) a
sestrojime kuZzelosec¢ku: na kruznici & zvolime 5 rtznych bodi A’, k nim
sestrojime 5 rtiznych pruseciki osy tsecky AA’ a pfimky A’B a tyto pri-
seCiky dosadime do néstroje KuZelosecka dand 5 body. Tim je konstrukce
hotova.
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Bodem A muzeme libovolné pohybovat po pfimce o a ménit tak jeho
polohu vzhledem ke kruznici k, tedy prechazet mezi eliptickym a hyperbo-
lickym pfipadem. Posuvnik pro s imituje limitni pfechod k parabolickému
pfipadu (obr. 1). Bod P lezi na kruZnici k, kterou ukotvi na ndkresné,
a my tak mtzeme sledovat, jak fidici kruznice a kuzelosecka reaguji na
zmény parametru s a na zmény polohy bodu A.

Obr. 1 Vizualizace limitniho pfechodu od elipsy k parabole, ndhled situace pro
s =400

Stejné nebo ruzné?

Pro dalsi zkouméni pfiddme do dynamického obrazku pfimku ¢, ktera
je tecnou kruznice k v bodé P, a parabolu s ohniskem A a ¥Fidici pfimkou
q. S rostoucim s se viditelnd ¢ast kruznice k stale vice podoba piimce ¢,
jedna vétev hyperboly a elipsa se stale vice podobaji parabole. Jak velké
by s muselo byt, abychom na nékresné (nebo na papiru) pouhym okem
nerozlisili k£ od ¢, vétev hyperboly od paraboly, ¢i elipsu od paraboly?
Rozlisovaci schopnost oka je pfiblizné 0,01 cm. To znamend, ze dva body
na nakresné nam splynou, pokud jsou od sebe vzdalené méné nez 0,01 cm.
Pojdme si takovou situaci nasimulovat.
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Vénujme se nejprve eliptickému pfipadu (tj. bod A pfesuneme do vnitini
oblasti kruznice k). Do konstrukce si pfiddme posuvnik d pro celé ¢islo mezi
1 a 10, bod T lezici na pifimce g ve vzdalenosti d od bodu P a pfimku ¢,
kterda prochézi bodem T a je kolmé na q. Pracovné si posuvniky s a d
posuneme do takovych pozic, aby pfimka ¢ protinala kruznici k, parabolu i
elipsu. Priiseéiky po fadé oznacime @, U, W (na elipse ozna¢ime pouze ten
prusecik, ktery je blize k bodu T') a pfiddme interaktivni text informujici
o vzdalenostech |T'Q|, [UW| (obr. 2). V pasu mezi pfimkami o a t nejsou
kruZnice k a pfimka ¢ rozliSitelné, pokud vzdalenost bodu T, @ je mensi
nez 0,01. Rozlisitelnost elipsy a paraboly zavisi na vzdalenosti bodta U, W.

[TQ[=0.42
[UW| = 0.6

Obr. 2 Kruznice, elipsa a limitni parabola

Ze symetrie podle osy o je situace totozna i v druhé poloroving, takze
nerovnosti [T'Q| < 0,01, resp. [UW| < 0,01 zarucuji nerozlisitelnost kiivek
v pésu o Sifce 2d. Je dulezité poznamenat, Ze zatimco vzdélenost |TQ)|
zavisi pouze na s a d, vzdélenost [UW/| zé&visi také na poloze bodu A.
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Z dynamické konstrukce snadno zjistime, ze pro d = 10 jsou kruznice
k a pfimka ¢ nerozliSitelné pfi s > 5000 (obr. 3). Pro |[PA| =2ad =10
jsou elipsa a parabola nerozlisitelné pfi s > 65049. Oba vysledky vysly pfi
zaokrouhlovani na 15 desetinnych mist.

Vyse uvedend tvaha plati pro rozliSovaci schopnosti nasich o¢i. Rozli-
Sovaci schopnosti programu GeoGebra nam pomuze objasnit interaktivni
text, ke kterému je pridruzena podminka zobrazeni objektu. Do dynamické
listu znazornujiciho situaci z obr. 3 vlozime text ,Bod @ lezi na pfimce ¢“,
ke kterému v menu Viastnosti — Pro pokrocilé ptfidame podminku zobra-
zeni objektu ve tvaru @@ = T. Metodou pokus—omyl pfi ur¢ovani rozsahu
posuvniku r zjistime, Ze text se objevi pro s > 180499999.

|TQ| = 0.009998010393942 1
JUW| = 0.058538636617353

k

P Q)
T q

Obr. 3 Nerozlisitelnost objektt, situace pro s = 5001. Elipsa a parabola splyvaji

V pripadé elipsy a paraboly nas rozliSovaci schopnosti programu Geo-
Gebra dost zklamou: pro velké hodnoty parametru s mé program problémy
s pfesnym vypoctem bodu elipsy (a to i v pfipadé, Ze ji zaddme pomoci
ohnisek a bodu AJFTP). Obcas nahradi ¢ast elipsy tseckou nebo umisti
elipsu pod parabolu, také bod W nelezi vzdy na elipse (obr. 4). Testovani

pomoci interaktivniho textu nema smysl.
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s = 134302700

ITQ| =0
Juw| = 0.23

Obr. 4 Nepresnosti v GeoGebra nahledu

Muzeme tedy programu GeoGebra veérit?

Nepresnosti z obr. 4 vzbuzuji pochybnosti o davéryhodnosti dat ziska-
nych z programu GeoGebra. Pojdme si tedy vSe ovéfit pocetné, obecné
pro rozliSovaci schopnost €.

Necht R je pruse¢ik kruznice k a polopfimky PB (obr. 5). Potom z Eu-
kleidovy véty o vysce v pravouhlém trojuhelniku RP(Q dostavame rovnost
d* = - (2s — ¢), odkud plyne

> ¢

s = % + 0%

Dosadime-li € = 0,01 a d = 10, vyjde s = 5000,005 cm. Na nékresné sitky

20 cm nam kruznice a jeji te¢na splyvaji pfi poloméru kruznice vétSim

nez 50 m. Tento vysledek je shodny s vysledkem ziskanym z dynamické
konstrukce.

V ptipadé elipsy a paraboly je vypocet slozitéjsi. Pro zjednoduseni uva-

zujme £ = 0,01, o: x = 0, P = [0;0] a A = [0;2]. Takova elipsa ma stied

S = 1[0,a + 1], pro jeji excentricitu plati e = |AS| = a — 1 a pro vedlejsi
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poloosu b dostévdme vztah b2 = a? — e? = a? — (a — 1)? = 2a — 1. Rovnice
elipsy ma tedy tvar

v (y—a-—1)
=1 1
2a—1 " a? ’ (1)

coz po chvili poc¢itani dava vyjadieni

1 Y
Y12=1+a- “%a_1 |

Pro s — oo je a — 0o a y; — oo. Nas vsak vice zajima, jak se bude limitné
chovat .

™

T
Obr. 5 Trojuhelnik RPQ

Provedeme jesté par tprav a zjistime, ze

2 V2 —1_ 22
y2:1+a-<1— R >:1+a-<1—H>:

20 — 1 V2a—1

V2a—1—-vV2a—1—22 V2a—1++v2a—1— a2 B
V2a -1 V2a—14++vV2a—1—22

2 22
—>1+Zproa—>oo.

=1+a

ar
1+
V2a—T1- (V2a—T1+v2a—1-2?)
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Limitou elipsy dané pfedpisem (1) je parabola spliiujici rovnici

y—1l=—. (2)

Tato parabola mé vrchol V' = [0;1] a ¥{dici pfimku ¢: y = 0, jejim ohnis-
kem je bod A. Toto zjisténi odpovida poznatktim ziskanym z dynamické
konstrukee.

Nyni uvazujme bod U = [10;26] lezici na parabole (2) a bod W =
= [10;26 + 0,01] lezici na elipse (1). Po dosazeni soufadnic bodu W do
rovnice (1) dostaneme a = 32525 cm. Na ndkresné Sitky 20 cm elipsa (1)
a parabola (2) splyvaji pfi hlavni poloose elipsy vétsi nez 325 m. Tento
vysledek neodpovida vysledku z dynamické konstrukce, na viné jsou ne-
presnosti, k nimz v programu GeoGebra dojde pfi vypoctu bodt elipsy.

Zavér

Dynamicka geometrie je silny nastroj, ktery umoznuje vizualizovat si-
tuace, které béznymi geometrickymi prostiedky vizualizovat nelze — napii-
klad limitni pfechody do nekoneéna. Cilem tohoto ¢lanku bylo rozsitit a
doplnit modelovani kuzelosecek prekladanim papiru pravé o takovy limitni
prechod. Chtéli jsme ukézat, Ze za na prvni pohled odliSnymi postupy pro
modelovani elipsy, hyperboly a paraboly se ve skute¢nosti skryva jeden
spole¢ny princip, jedna spoleénd dynamicka konstrukce.

Zajimavym aspektem problematiky vizualizace limitnich pfechodi jsou
rozliSovaci schopnosti geometrického software. Program GeoGebra sice
umoznuje praci s velkymi ¢isly, ale neni pfi této praci spolehlivy — né-
které jeho vypocCty nejsou presné a snadno dojde k chybné interpretaci.

Na webu http://home.pf.jcu.cz/ lsamkova/mfi/ naleznete GeoGebra
soubory k obrazktim 1 a 2.
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