Rozklady na soucet
(Ulohy z MO - kategorie P, 32. ¢ést)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Nas dlouhodoby seridl o tlohidch z Matematické olympiady — katego-
rie P se dnes zastavi ve 39. roéniku MO, ktery se konal ve skolnim roce
1989/90. Ackoliv termin na vypracovani tloh doméciho kola ¢asové kolido-
val s bouflivymi revolu¢nimi udalostmi listopadu 1989, soutéz se normalné
konala a naslo se i dost studenti, kteri v listopadu feseni tuloh odevzdali.
Jednu z dloh tohoto domaciho kola si nyni pfedvedeme. Rozebereme nejen
ptvodni soutézni tlohu, v niz bylo tfeba nalézt a vypsat vSechny mozné
rozklady zadaného pfirozeného ¢isla na soucet prirozenych sc¢itanci, ale
ukazeme si i jeji modifikaci, v niz mame urcit pouze pocet téchto roz-
kladt, aniz bychom museli jednotlivé rozklady vypisovat. Pfi feseni této
modifikace muzeme totiz pouzit zcela odlisny postup vypoctu, ktery je
efektivnéjsi a urci vysledek podstatné rychleji.

Zacneme zadanim ptvodni soutézni tlohy, které uvadime s urcitymi
formula¢nimi Gpravami, aniz bychom vSak zménili smysl tulohy.

Uloha

Vytvoite program, ktery vypise vSechny rtzné rozklady zadaného pii-
rozeného ¢isla N na soucet prirozenych ¢isel. Dva rozklady nepovazujeme
za, riizné, jestlize se 1isi pouze poradim sc¢itanci. Rozklady vypiste v libo-
volném poradi a s libovolnym pofadim sc¢itanct v jednotlivych rozkladech.

Priklad: Cislo N = 6 je mozné rozlozit na soucet pfirozenych séitanct
témito jedenécti zplisoby:
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Ze zkuSenosti snadno odhadneme, Ze s rostouci hodnotou IV pocet exis-
tujicich rozkladt velmi rychle nartista. Budeme je proto jisté chtit vytvaret
v néjakém predem stanoveném poradi, abychom je mohli rovnou vypisovat.
Bylo by nesikovné, kdybychom museli vSechny nalezené rozklady uchova-
vat v néjaké rozsdhlé datové strukture a kazdy novy rozklad pak nejprve
kontrolovat, zda se uz v minulosti stejny rozklad neobjevil (nebot nechceme
opakované vypisovat stejné rozklady ani rozklady liSici se pouze poradim
s¢itanct). UkéZeme si tedy, jak na to. V naSem feSeni zvolime takové po-
fadi vytvarenych rozkladt a takové poradi séitanci v ramci jednotlivych
rozkladt, jaké je pouzito v prikladu u zadani tlohy.

V prvni fadé potiebujeme zabranit tomu, aby se vypisovaly rozklady
lisici se pouze poradim scéitanci — tedy rozklady ve skuteCnosti stejné,
ale na prvni pohled vypadajici odlisné. Pro N = 6 se jedna naptiklad
o rozklady

44141, 14441, 14144

V kazdé skupiné rozklad, které se lisi pouze vzajemnym poradim sci-
tancd, je vzdy obsaZen pravé jeden takovy, v némz jsou séitanci uspora-
dény v nerostoucim poradi. Tento rozklad vybereme jako ,reprezentanta‘“
ptislusné skupiny a toho jediného z celé skupiny vzdy vypiSeme. Bylo by
ovSem zbytecné pomalé vytvaret vSechny podobné rozklady a az nasledné
je kontrolovat, zda jsou opravdu nerostouci. Namisto toho budeme v na-
Sem algoritmu rovnou generovat pouze nerostouci rozklady. To znamena,
Ze jiz pri sestavovani jednotlivych rozkladt budeme dodrzovat zasadu, ze
dalsi s¢itanec mize byt roven nejvyse hodnoté dosud posledniho séitance
v tomto rozkladu.

Kdyz uz jsme se omezili na rozklady s nerostoucim poradim sc¢itanct,
budeme je chtit vytvaret systematicky v néjakém jasné stanoveném potadi.
Pfirozenym feSenim tohoto poZzadavku je zvolit lexikografické usporadani,
neboli stejné fazeni, jaké se pouziva u hesel ve slovniku. Za¢neme s roz-
klady zacinajicimi jednickou, nésleduji rozklady zacinajici dvojkou, atd.
Mezi rozklady se stejnym prvnim s¢itancem urcuje jejich vzajemné poradi
druhy scitanec. Pokud se shoduje i ten, vzadjemné poradi se urci podle
tfetiho scéitance, atd.

Ke generovani vsech rozkladu ¢isla N v lexikografickém usporadani po-
uzijeme pfirozenym zptsobem rekurzivni proceduru. Ta bude dostavat
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v prvnim parametru hodnotu, kterou jesté zbyva rozlozit, a ve druhém
parametru informaci, kolikaty s¢itanec rozkladu ma procedura vytvorit
(ozna¢me tuto pozici P). Hlavni program zavola proceduru s parametry
N (na zacatku vypoctu je t¥eba rozlozit celé N) a 1 (rozklad zac¢indme prv-
nim séitancem). Procedura bude uklddat jednotlivé ¢leny rozkladu do pole
a kdykoliv bude cely rozklad v poli vytvoren, procedura ho vypise. Tento
stav se poznd podle toho, Ze uz nebyva nic rozkladat (tzn. prvni parametr
pri zavolani procedury mé hodnotu 0). Pokud jesté zbyva néco rozlozit,
procedura se pokusi vSemi pfipustnymi zptisoby stanovit hodnotu P-tého
s¢itance a pro kazdou takovou moznost provede rekurzivni volani s pat-
Fi¢né upravenymi parametry, jak je vidét nize v nasi programové ukazce.
Na pozici P ve vytvafeném rozkladu procedura zkousi postupné dat hod-
noty 1, 2, 3, ... atd. Tento P-ty s¢itanec mutze byt roven nejvyse hodnoté,
kterou jesté zbyva rozlozit, a také nejvyse hodnoté predchoziho scitance
(aby byl sestaveny rozklad nerostouci). Ob& uvedena omezeni musime do-
drzet zaroven, takze z nich musime vzit minimum.
Popsané reseni si ukdzeme zapsané v programovacim jazyce Pascal:

program RozkladyCisla;
{Zadané kladné celé &islo N rozlozi vSemi zpisoby na souclet

kladnjch celych &isel. Na pofadi rozkladd ani s¢itanct

v rozkladu nezalezi. Napf¥. pro N=5:
1+1+1+1+1 = 2+1+1+1 = 2+42+1 = 3+1+1 = 3+2 = 4+1 = b5}

const MaxN = 125; {maximalni p¥ipustné N}
var N: integer; {rozkladané &islo}
A: array[0..MaxN] of integer; {uloZeni rozkladd}

function Min(A, B: integer): integer;
{pomocna funkce na vjpolet minima ze dvou celyjch &isel A, B}
begin
if A > B then Min := B else Min := A
end; {function Min}

procedure Rozloz(Zbytek, P: integer);
{Zbytek = kolik zbjva rozlozit, P = kolikaty scitanec vytvafime}
var I: integer;
begin
if Zbytek = 0 then {rozklad je hotov}
begin
for I:=1 to P-1 do write(A[I]:3);
writeln
end
else {pfridat dalsi &len rozkladu - v pofadi P-tj}
begin
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for I:=1 to Min(Zbytek, A[P—1]) do
begin
A[P] := I; Rozloz(Zbytek—I, P+1)
end;
end;
end; {procedure Rozloz}

begin

write ( ’Rozkladane cislo (1—’, MaxN, ’): ’);

readln (N);

A[0] := MaxN + 1; {technicky trik}

Rozloz (N, 1); {chceme rozloZit celé N, za&iname 1. s&itancem}
end.

Miizete si vyzkouSet, Zze pro vysSsi hodnoty N je vypocet uvedeného
programu velmi pomaly. To neni zptisobeno tim, Ze by byl program navrzen
nevhodné ¢i nesikovné, ale skutecnosti, ze velkd N se daji rozlozit na soucet
prirozenych séitancti mnoha riznymi zpisoby (pocet existujicich rozkladt
roste exponenciilné vzhledem k N) a vystup programu proto nutné musi
byt rozsahly. Naptiklad pro N = 101 existuje vice nez 200 miliont riznych
rozkladt a pro N = 121 jsou uz téchto rozkladd vice nez 2 miliardy.

Podivejme se nyni, co by se na feSeni nasi tlohy zménilo, kdybychom
méli za kol urcit pro dané prirozené ¢islo N pouze pocet vSech jeho roz-
kladi na soucet prirozenych s¢itanct, ale jednotlivé rozklady bychom ne-
museli vypisovat. Jedna mozné cesta, jak 1ze takto upravenou tlohu vyfe-
§it, spoCiva v pouziti vyse uvedeného rekurzivniho postupu. Jedinou zmé-
nou bude nahrazeni vypisu pole A v proceduie Rozloz zvySenim pocitadla
nalezenych rozkladi o 1. Po skonceni vypoctu pak stac¢i vypsat hodnotu
tohoto pocitadla.

Program upraveny uvedenym zptisobem vykona pii vypoctu stejny po-
¢et kroki, jako ptivodni feSeni nasi tlohy s vypisem vsSech rozklad®. Bude
mit opét exponencidlni asymptotickou casovou slozitost a pro velkd N
bude tedy velmi pomaly. Pokud si ho ovSem prakticky vyzkousite na poci-
taci pro mensi hodnoty NV, zjistite, ze se oproti ptivodnimu feseni vypocet
znatelné urychlil, nebof jiz neni zdrzovan relativné pomalym vypisovinim
jednotlivych rozkladt na obrazovku.

K feSeni upravené tlohy vSak muzeme pristoupit odliSnym zptsobem.
Nebudeme jiz generovat a pocitat jednotlivé rozklady, ale budeme pocitat
pouze to, co se od nas skutecéné pozaduje — jejich pocet. Dokazeme to pro-
vést s polynomialni ¢asovou slozitosti, tedy dostatec¢né rychle i pro velké N.
K nalezeni vysledku pouzijeme techniku dynamického programovani.

Zavedeme si dvojrozmérnou tabulku 7" velikosti N x N, ve které celo-
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¢iselny udaj T; ; urcuje, kolik existuje riiznych rozkladi ¢isla ¢ na soucet
prirozenych s¢itancd, mé-li nejvétsi z téchto scitanci hodnotu j. Logicky
vyznam maji pouze udaje v trojihelniku tabulky 7" pod hlavni diagonalou,
tzn. prvky T; ; pro ¢ > j. Pfi zkoumdni rozklad ¢isla ¢ totiz pochopitelné
nejvyssi s¢itanec v rozkladu nemize byt vétsi nez i. Nékteré prvky tabulky
T jsou predem znamé — v prvnim sloupci, na hlavni diagonéle i tésné pod
hlavni diagonalou budou jisté samé jednicky. Je tomu tak proto, ze libo-
volné ¢islo i lze jedinym zptisobem rozlozit na soucet 7 séitancd rovnych 1
(hodnota T; 1), jedinym zplsobem ho muZeme zapsat jednim éislem rov-
nym ¢ (hodnota T; ;) a jedinym zptsobem ho mtzeme rozlozit na soucet
s¢itancit ¢ — 1 a 1 (hodnota T;,_1). Zbyvajici prvky tabulky 7" budeme
vypliiovat po fadcich niZze popsanym zptsobem, tzn. postupné budeme
zvysSovat hodnotu rozklddaného ¢isla. Po vyplnéni celé tabulky najdeme
vysledek na jejim poslednim fadku. Podle definice tabulky 7' je hledany
pocet vSech rtiznych rozklad ¢isla N na soucet pfirozenych séitanct roven
souctu vSech c¢isel na N-tém fadku tabulky.

Zbyva ukazat, jak pri vypliovani i-tého rfadku tabulky T spocitame
hodnoty 7T; ; pro 1 < j <i—1. V rozkladu ¢isla ¢ musi byt obsazen aspoi
jeden sc¢itanec rovny j, zbyvajici hodnotu ¢ — j pak chceme rozlozit vsemi
zplsoby na soucet s¢itanci rovnych nejvyse j. Pocet téchto rozkladt ovsem
pfi vypliovani i-tého fadku tabulky 7' jiz zndme — je roven souctu cisel
ulozenych v tabulce T na fadku i — j ve sloupcich od 1 do j. Staci tedy
téchto j cisel se¢ist a tim dostaneme spravnou hodnotu 7; ;.

Popsané feseni ma pamétovou slozitost O(N?), ktera je dana velikosti
vypliované tabulky 7. Z popisu algoritmu vidime, Ze postupné pocitame
fddové N? prvkt tabulky 7' a kazdy z nich spoéitdme v ¢ase O(N).
Asymptotickd ¢asova sloZitost popsaného feseni je proto O(N3). To je
dostatecné rychly vypocet i pro vyssi hodnoty N. Pamatujte ovSem na to,
7e s rostoucim N pocet existujicich rozkladu ¢isla na soucet pfirozenych
sC¢itanct velmi rychle nartista. Jiz jsme uvedli, Ze pro N = 121 existuje
téchto rozkladd vice nez dvé miliardy, coz je zhruba rozsah 4-bytového
celociselného typu se znaménkem (typ longint v Turbo Pascalu, integer ve
FreePascalu). P¥i pouziti takovéhoto datového typu proto dojde jiz pro N
vétsi nez 121 k aritmetickému preteceni. Efektivni feSeni upravené tlohy
urcit pocet rozkladt zadaného pfirozeného ¢isla na soucet prirozenych séi-
tancid si na zavér naprogramujeme:

program PocetRozkladuCisla;
{Ur¢i poc&et rtznjch rozkladd <&isla N na soudet
pfirozenych s&itancid}
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const MaxN = 125; {maxim&dlni p¥ipustné N}
var N: integer; {rozkladané &islo}
T: array[l..MaxN, 1..MaxN] of longint;
{T[i,j] = poCet rozkladd &isla "i"
v nichZ nejvy$si sé&itanec je "j"}
i, j, k: integer;
v: longint;
{vysledny poéet rozkladd - midZe jich byt hodné&}

begin

write(’Rozkladane cislo (1—’, MaxN, ’): ’);
readln (N);

{Znamé hodnoty v tabulce T:}

T[1,1]:=1;

for i:=2 to N do

begin T[i,1]:=1; T[i,i]:=1; T[i,i—1]:=1 end;
for i:=1 to N-1 do

for j:=i+1 to N do T[i,j]:=0;
{Dynamickym programovanim po&itame po Fadcich
zbyvajici hodnoty tabulky T:}
for i:=4 to N do

for j:=2 to i—2 do

begin

{pocitédme T[i,j: v rozkladu <&isla "i" pouZijeme s&itanec
n

j", zbyva jeS8té rozlozit "i-j" a v tomto rozkladu mohou
byt dalsi s&itanci z rozmezi hodnot 1 do "j"}
v:=0;
for k:=1 to j do v:=v 4+ T[i—j, k];
T[i,j]:=v
end;
v:=0;
for j:=1 to N do v:=v + T[N,j];
writeln(’Pocet ruznych rozkladu: 7, v);

end.

Poznémka k tloham o smésich

V ¢lanku [1] z roku 2011 jsem v informatické ¢asti ¢asopisu MFI uvedl
program na feSeni rtiznych typt slovnich tloh o smésich. Vétsinou jde o
hmotnosti a ceny komponent a vysledné smési, jejichz souvislost je dana
vztahy

mi + mo = ms

(1)

micCy + MaCa = M3C3.
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Pro ilustraci pouziti programu jsem uvedl zadani nékolika tloh, jaké byvaji
v ucebnicich matematiky a sbirkach prikladi, a tak se tam objevila i tato
tloha o slitinach.

Uloha 2

Ze dvou kovii s hustotami 7,4 g/cm? a 8,2 g/cm® mame piipravit 0,5 kg
slitiny s hustotou 7,6 g/cm3. Kolik grami kazdého kovu je k tomu zapo-
tiebi?

Podobnou ilustrativni Glohu jsem pouzil i v knize [2]:

Uloha 21.2.7
Urcete mnozstvi a hustotu slitiny dvou kovii, kdyz prvniho méame 300 g
a jeho hustota je 7,2 g/cm3, druhého 250 g a m4 hustotu 7,8 g/cm3?

Pii své navstévé Olomouce v dubnu 2015 mé upozornil kolega doc.
RNDr. Josef Poldk, CSc. z FAV ZCU v Plzni, Ze u slitin neni pouziti
druhé rovnice (1) na misté (¢; jsou hustoty kovil), protoZe obecné objem
slitiny neni roven sou¢tu objemu komponent. O upfesnéni tohoto faktu
jsem pozadal doc. Mgr. Pavla Banase, Ph.D., z Katedry fyzikalni chemie
na Prirodovédecké fakulté UP. Jeho vyjadieni lze shrnout takto:

,Druhd rovnice (1) je pro slitiny jen aproximativni a platila by pouze
v idealnim pripadé, tj. kdyby oba kovy i jejich slitina mély stejné krys-
talografické parametry (symetrii i m¥izkové parametry), a tedy i stejné
molarni objemy. Obecné tomu tak neni, ale odchylka od takové zideali-
zované varianty (kdy by platilo, Ze objem slitiny je roven objemu jejich
komponent) je relativné mald, pro vétSinu ptipadi kolem nékolika mélo
procent. Cili s védomim vSech téchto limitaci to pofad miize byt uziteény
postup pro hruby odhad.“

Prosim tedy étenare [1] a [2], aby uvedené tlohy chapali timto zpiso-
bem a obéma jmenovanym kolegiim dékuji za upozornéni a za vysvétleni.
Vyucujicim matematiky lze doporuciti, aby v pfipadé, ze se chtéji slitinami
zabyvat, upozornili zaky na to, Ze slitiny funguji chemicky jinak nez smési
a ze v tomto pripadé je vysledek jen priblizny.
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