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V tomto ¢lanku se budeme zabyvat nékterymi ptipady diofantovskych
rovnic 2. stupné o dvou neznamych a dale otazkou, zda se s nimi mohou
nebo v minulosti mohli sezndmit studenti stiednich skol, pfedevs§im gym-
nazii. Diofantovska rovnice 2. stupné o dvou neznamych x,y ma obecny
tvar

az? +bxy+cy’ +dr +ey+ f =0,

kde a, b, c,d, e, f jsou dana celé ¢isla. Budeme se zde vénovat zejména pri-
padiim, kdy a = 0 nebo ¢ = 0. Tyto rovnice byly uvedeny v ucebnicich
matematiky pro gymnazia a redlky, podle kterych se vyucovalo ve druhé
poloviné 19. stoleti a na pocatku 20. stoleti. Po reformé skolstvi, ktera
probéhla v letech 1908 az 1910, v ucebnicich matematiky pro tyto skoly
zustaly uz jen diofantovské (ptivodné neuréité) rovnice linedrni. Ve druhé
poloviné 20. stoleti se z ucebnic matematiky pro stfedni skoly i z vyuky
matematiky na nich takika vytratily i linedrni diofantovské rovnice.

Diofantovské rovnice 2. stupné ve starych ucebnicich

Nejprve ukazeme, jakym zptsobem se diofantovské rovnice 2. stupné
o dvou neznamych fesily v nékterych ucebnicich matematiky pro gymnazia
a redlky ve druhé poloviné 19. stoleti. Napiiklad v uéebnici [1] je uvedena
nasledujici tloha.
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Uloha 1

Naleznéte celociselnd resent x,y rovnice
mx +ny +pry =k, kde (m,n,p,k)=1,

kde m,n,p, k jsou dana celd ¢isla a symbol (m,n,p, k) oznacuje jejich
nejveétsi spolecny délitel.
Resend. Autor postupuje tak, Ze z dané rovnice vyjadii

k—mzx

n + px

y:

a obé strany této rovnice vynasobi ¢islem p. Tim dostane

pk — pmzx nm + pk
= T = o —

py

n —+ px n + px

Ma-li byt y celé ¢islo, musi n 4 px délit Citatele nm + pk. Polozime-li

mn + pk = AB
tak, aby A =px+n, tj. z = A;” bylo celé ¢islo. Dostaneme tak
AB . B—-—m
Py = —m+ v tey= :
pr+n p

Jestlize p déli B —m, je i y celé dislo.
Tento postup se v [1] pouzivéa pii feSeni nésledujici alohy.
Uloha 2
V mnoZiné vsech prirozenych cisel Teste rovnici
2z + 3y + Szy = 42.
Reseni. Protoze (2,3,5,42) = 1, je rovnice feitelna. Z dané rovnice mame

42-%
Y= 35

Po vynéasobeni obou stran rovnice ¢islem 5 dostaneme

210 — 10z 216
= +

3+5x ' 345z
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Aby z,y byla celd ¢isla, musime citatele 216 vyjadfit jako soucin A - B
tak, ze 5 | (A — 3) a zarovenn 5 | (B — 2). Ackoliv je ¢islo 216 déli-
telné &isly 1,2,3,4,6,8,9,12, 18,24, 27, 36, 54, 72, 108, 216, pouze pro déli-
tele 8,12, 18,27 plati, 7e 216 = 8 - 27 = 12 - 18 a 7e

Gl@=3)AGIRT=2)AB|(A8=3)A(|(12-2)).
e Necht A =8, B = 27. Pak

216 8-27 8
3+5z 3+5x  3+5z
Polozime-li 8 = 3 + 5z, mame x = 1 a protoze by = —2 + 27 = 25,
jey =>.
e Necht A =18, B = 12. Pak
216 18

=12- .
3+ 5z 3+ 5x

Polozime-li 18 = 3 + 5z, je * = 3. Z rovnice by = —2 + 12 = 10
mame y = 2.

Vic nez dvé uvedena prirozend feSeni v tomto pripadé neexistuji.

V soucasné dobé je obvyklejsi nasledujici zpiisob feseni dané rovnice.
Nejprve ji vynasobime ¢islem 5 a dostaneme tak rovnici

26xy + 102 + 15y = 210,
kterou potom postupnym vytykanim upravime na tvar
(52 + 3)(by + 2) = 216.

Nyni musi byt ¢isla 5x 4+ 3 a by + 2 sdruzenymi déliteli ¢isla 216. VSechny
moznosti vypiseme do nasledujici tabulky, z niz vidime, Ze rovnice ma jen
dvé pfirozena feSeni.

5x+3| 1|2 [3|4|6]8|9|12(18]24|27|36|54|72|108|216
5y +2(216|108|72|54|36(27(24|18|12|/ 9|8 |6 |4 |3 | 2 1
x — | = ]0|=]=|1|=]—={3|=|—-|—|—|—|21] —
Y — | = 4= |—=|5|=|—|2|=|—=|—]|—-|—-1 0| -
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Podobné jako v uéebnici [1] se tyto rovnice fesi také v uéebnici [2], v niz
se navic muzeme setkat s rovnici

ky = a + bx + cz?,

kterou autor fesi pomoci kvadratickych zbytkd. Zkouméame-li zbytky, kte-
break ré dostaneme po déleni druhjch mocnin libovolnjch celjch ¢isel
celym cislem m, zjistime, Ze pouze néktera Cisla z téch, kterd jsou mensi
nez m, se nachéazeji mezi témito zbytky. Délime-li napf. ¢islem m = 8
kteroukoli druhou mocninu celého ¢isla, zjistime, ze zbytkem budou pouze
¢isla 0,1 nebo 4. Takové zbytky pak nazyvame kvadraticke zbytky.

Oznacime-li kvadraticky zbytek pro ¢islo m pismenem a, pak musi exis-
tovat celé ¢islo o tak, ze m | (#2 — a). Miizeme sestrojit tabulku kvadra-
tickych zbytkd pro ¢isla m = 3,4,...,13

¢islo m 345 6 7 8 9 10 11 12 13
kvadr. zbytek|1|0;1(1;4|1;3;4(1;2;4|0;1;4|0;1;4;7|1;4;5;6;9(1;3;4;5;9(0;1;4;9|1;3;4;9;10;12

Chceme-li napf¥. vyfesit rovnici y?> = Tz + 3 tak, aby z,y byla cela &isla,
vyjadfime x ve tvaru

Protoze se ovsem ¢islo 3 nevyskytuje mezi kvadratickymi zbytky pro ¢islo
7 (viz tabulka), neexistuje zddné takové celé ¢islo x pro jakoukoli celoci-
selnou hodnotu y.

Uloha 3
V oboru celych cisel teste rovnici

ky = a + bx + cz*.
Resend. Vynasobime-li obé strany dané rovnice ¢islem 4c, dostaneme
dcky = 4ac + dbex + 4c22? .

Jestlize k pravé strané posledni rovnice pfi¢teme b? a zaroveii b odecteme,
mame

4eky = 4c*x? +dbex +b% +dac—b*, tj.  4cky = (2cx+b)? — (b* — 4ac) .
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Polozime-li m = 4ck, z = 2cx + b, w = b% — 4ac, je my = 22 — w, tedy

22—w

(1)

y =
m

Mé4-li byt y € Z, je nutné, aby m | (2% —w), neboli jinak feceno, aby w byl
kvadraticky zbytek pro ¢islo m. V kladném piipadé pak z ¢isel mensich nez
m vyhleddme pravé takova, pro kterd po dosazeni za z do (1) dostaneme
¢islo délitelné cislem m.
Pro tuto hodnotu z pak ze vztahu z = 2cx + b uré¢ime x tak, aby podil
(x —b)/2¢ byl celé Eislo.

Tento postup si ukdzeme v tloze:

Uloha 4
V oboru celych cisel naleznéte tesent rovnice

2y = 3 — bz + 222,
Resend. Obé strany rovnice vynasobime ¢&islem 8 a dostaneme rovnici
16y = 24 — 40z + 1622,
kterou jesté upravime na tvar
16y = 162? — 40x +25+24 — 25, tj. 16y = (4o —5)> —1.

PoloZime-li
dr — 5=z, (2)
mame

2?2 -1

Protoze pro ¢isla z = 7,9,15 opravdu 16 | (22 —1), je ¢islo 1 kvadratic-
kym zbytkem pro ¢islo 16. Ze vztahu (2) pak pro = (z + 5)/4 dostaneme
celé ¢islo pouze pro z =7 a z = 15, a to x = 3 a « = 5. Ze vztahu (3) pak
je y=3ay=14.

Je ovsem ziejmé, Ze i jina Cisla vétsi nez 16 maji tu vlastnost, ze
dosadime-li je za z, v (2), (3) dostaneme celo¢iselné hodnoty x,y. Polozi-
me-li totiz v (2), (3)

y:

z=T+16k, resp. z=15+161,
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dostaneme z =3+ 4k, resp. t=5-+41 a y=3+ 14k + 16k2, resp.
y = 144+ 301 4+ 1612, kde k,l € Z. Tedy napt. pro z = 23, resp. z = 31
(tj- k=1=1) méme

(z,y) € {(7:33),(9;60)}

Vsimneme si jesté, jak se v uéebnici [3] fesi diofantovské rovnice 2. stup-
né obecnéjsiho tvaru.

Uloha 5
V oboru celych cisel reste rovnici

ax® + bry +cx+dy+e=0, (a,b,c,d) =1.

v

Reseni. 7 dané rovnice vyjadiime

—0,5[;2 —CIr — e

— — p
VS T e td M d

Jsou-li m,n,p zlomky, vynasobime cely vyraz nejmensim spolecnym na-

sobkem jejich jmenovateli. Nova rovnice pak bude mit tvar

D

Ay =B )
y $+C+bx+d

Maji-li byt x,y celd éisla, musi (bx + d) | D. Nalezneme tedy vSechny
délitele ¢isla D a za x vezmeme takova celd ¢isla, pro kterd (bz +d) | D.
Z nich pak vybereme ta, pro kterd je y € Z.

Ukéazeme to pii feSeni tlohy.
Uloha 6

V kladnych celych cislech teste rovnici

222 + 3xy —4x — 2y —20=0.

Reseni. Vyjadiime-li z dané rovnice y, mame

—222 + 4z + 20 2 8 196 196
3z 2 379 T o@a—g) W T TS

Polozime-li postupné

3r—2=1; 2; 4; 7; 14; 28; 49; 98; 196,
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mame

3 16 100
z=1; 7 2; 3; 3 10; 17; = 66 .
Ve vyrazu
—22% + 42 + 20
3x — 2

je pro kazdé kladné celé cislo x jmenovatel kladny. Ma-li proto byt kladny

Citatel, mtzeme za x dosadit pouze takova ¢isla, kterd jsou nejvyse rovna

¢islu 5. ReSenfmi dané rovnice jsou (z,v,2) € {(1;2;3),(22;5;2)}.
Podobné se tyto rovnice fesi také v ucebnici [2].

Diofantovské rovnice 2. stupné v Matematické olympiadé (MO)

Jak jiz bylo vyse uvedeno, ve druhé poloviné 20. stoleti se diofantovské
rovnice 2. stupné v ucebnicich matematiky pro stfedni skoly neobjevuji,
ale i v této dobé se s nimi muzeme setkat mezi llohami MO pro stfedni
skoly, a dokonce i pro zakladni skoly. Uvedeme nékteré z téchto tuloh a
jejich feSeni navrzena autory uloh.

V 17. ro¢niku MO se objevila tloha C-I-3.

Uloha 7
Urcete délky stran vsech pravouhlych trojuhelniki, které maji soucasné
tyto vlastnosti:

a) délky stran v centimetrech jsou celd ¢isla;

b) obvod trojihelniku v cm je roven obsahu trojihelniku v cm?.

Reseni. Oznacime-li délky odvésen a, b a délku pfepony ¢, dostaneme
podle zadéni tlohy rovnici

%ab =a+b+c, zaroveri plati a?+b%>=¢2.
Vyloucenim c ze soustavy téchto dvou rovnic dostaneme rovnici
ab(ab — 4a — 4b+ 8) = 0,
protoze a > 0, b > 0, musi platit

ab—4a —4b+ 8 =0.
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Tim dostaneme diofantovskou rovnici 2. stupné, kterou upravime na tvar
(a—4)(b—4)=2_8.

Cisla a—4 a b—4 jsou sdruzeni délitelé ¢isla 8. VSechny moznosti sestavime
do tabulky.

a—4 1 2 4 8| -1 | -2 | —4 | =8
b—4 8 4 2 1| -8 4] -2 —1
a 6 8 | 12 3 2 0| —4
12 8 6 5 | —4 0 2 3

c 13 | 10 | 10 | 13 - - - —

Zdver. Uloha ma dvé fesent, a to (a, b, c) = (5;12;13) a (a, b, c) = (6;8;10)
v centimetrech.

Podobny charakter ma i iloha C-I-2 ze 34. ro¢niku MO.

Uloha 8
Urcete rozméry pravidelnych ¢tyrbokich hranoli téchto vlastnosti:

1) délky jeho hran jsou vyjddreny celymi ¢isly,
2) welikost objemu hranolu a velikost povrchu hranolu jsou vyjddreny

tymz cislem.

Reseni. Oznacime-li velikost strany ¢tvercové podstavy hranolu a a vysku
hranolu b, dostaneme rovnici

a?b = 2a® + 4ab, kterou upravime do tvaru (a —4)(b—2) =8.

Z této rovnice stejnym zpusobem jako u pfedchozi tlohy dostaneme ¢tyri
feseni (a,b) = (5;10), (6;6), (8;4) i (12;3).
V 51. ro¢niku MO se objevila tloha C-1-4.

Uloha 9

Josef se vracel z vyletu. Nejdrive jel vlakem a pak pokracoval ze za-
stavky na kole. Celd cesta mu trvala presné 1 hodinu 30 minut a urazil
pri ni vzddlenost 60 km. Viak jel primérnou rychlosti 50 km/h. Urcete,
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jak dlouho jel Josef na kole, kdyZ jeho rychlost v km/h je vyjddrena pii-
rozenym cislem stejné jako vzddlenost merend v km, kterou na kole ujel.

Reseni. Ozna¢me v vzdalenost v kilometrech, kterou Josef ujel na kole,
a r jeho rychlost v km/h. Ze zadan{ Glohy pak dostaneme rovnici

60—v w

20 +-= g , kterou upravime do tvaru (50 —r)(v + 15) = 750.
r

Jelikoz vzdalenost v je kladné celé ¢islo mensi nez 60, tak pro ¢islo v+ 15
plati 15 < v 4+ 15 < 75. Zaroven je ¢islo v + 15 délitelem ¢isla 750. Tudiz
mame pro ¢islo v + 15 jen tfi moznosti, a to 25, 30 a 50. Tedy vzdalenost
v muze byt 10, 15 nebo 35 km. Tomu odpovidaji pro rychlost » moznosti
20, 25 nebo 35 km/h.

Josef jel na kole * hodin.
Zdvér. Uloha ma t¥i feseni, Josef jel na kole bud 30, 36, nebo 60 minut.

Ulohy stejného typu se objevuji i v matematické olympiadé pro zakladni
skoly. Napf. v 39. ro¢niku MO muzeme nalézt nasledujici tlohy Z8-1-6
a Z8-I1-1.

Uloha 10
Najdéte vsechna kladnd celd ¢isla a, b, pro néz plati

ab+a+b=1989.
Resend. P¥i feSeni se doporucuje upravit rovnici do tvaru
(a+1)(b+1)=1990

a ¢islo 1 990 rozlozit na soucin dvou ¢initelti vétsich nez 1. VSechny moz-
nosti zapiseme do tabulky:

a+1 2 ) 10 | 199 | 398 | 995
b+1 | 995 | 398 | 199 10 5 2
a 1 4 9 | 198 | 397 | 994
b 994 | 397 | 198 9 4 1

Tim v poslednich dvou fadcich tabulky dostavame vSechna feSeni tlohy.
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Druhou moznosti, jak tuto ulohu fesit, je prevést danou rovnici do tvaru

1989 — b
T b+1

a pravou stranu dale upravit takto

L 1990
Cb+1

Nyni musi byt b + 1 délitelem ¢isla 1 990 vétsim nez 1. Dalsi postup je
potom stejny jako u predchoziho Feseni.

Uloha 11

Je dan obdélnik s celociselnymi délkami stran. Zvétsime-li jednu jeho
stranu o 4 a druhou zmensime o 5, dostaneme obdélnik s dvojndsobnym
obsahem. Urcete strany daného obdélniku. Najdete vsechny mozZnosti.

Resend. Jestlize délky stran daného obdélniku oznaéime a, b, dostaneme
neurcitou rovnici

(a+4)(b—>5) = 2ab.

Tuto rovnici miizeme upravit do tvaru
(a—4)(b+5)=-40

a Cislo —40 rozlozit na soucin dvou ¢initeli. Nemusime ovSem uvazovat
vSechny rozklady ¢isla —40, protoze z podminky a > 0 a b > 0 plyne
a—4>—4ab+5>5 Tomu vyhovuji jen dvé moznosti a —4 = —2 a
b+5=20neboa—4=—1ab+5 = 40. Tudiz ma tloha dvé feseni,
strany daného obdélniku maji délky 2 a 15 nebo 3 a 35.

Druhou moznosti je upravit rovnici

(a+4)(b—5)=2ab dotvaru a=4-— ——.
Proto musi b + 5 délit ¢islo 40 a zaroven b + 5 > 5. Tudiz b+ 5 =
=8, 10, 20, 40 a b = 3, 5, 15, 35. Jelikoz a > 0, tak z téchto ctyr

moznosti vyhovuje jen b = 15 nebo b = 35.

Pti studiu starych ucebnic matematiky pro gymnazia a realky nas velice
prekvapilo, jak obsahle se v nich vykladaji nékteré ¢asti elementarni teorie
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¢isel. V nasem ¢lanku jsme proto chtély ctenare seznamit alespon s né-
kterymi typy diofantovskych rovnic, které se v nich vyskytuji. Kromé zde
uvedenych diofantovskych rovnic se ve zmirovanych ucebnicich objevuji
i dalsi typy diofantovskych rovnic a dale také naptiklad teorie Fetézovych
zlomkt a teorie kongruenci uzivana hlavné k feseni linedrnich diofantov-
skych rovnic. S témito tématy se v souCasnych ucebnicich matematiky
pro stfedni skoly vibec nesetkdvame. Uvédomili jsme si ovSem, Ze i v po-
slednich desetiletich se s llohami z této ¢asti matematiky muiize seznamit
alespon uzké skupina stfedoskolskych studentil, kteri patfi mezi feSitele
matematické olympiady. Po celd desetileti se mezi ilohami matematické
olympiady tradi¢né objevuji tlohy z elementarni teorie Cisel a mezi nimi
také diofantovské rovnice nebo slovni tlohy, které vedou k feseni téchto
rovnic.

Literatura

[1] Fischer, J.: Matematika pro vyssi realni skoly a gymnasia, Brno, 1862.

[2] Machovec, F.: Algebra pro vyssi t¥idy kol stfednich, Praha, 1886.

[3] Moénik, F.: Arithmetika i algebra pro vyssi tf¥idy skol stfednich, Praha, 1875
(pfelozené podle 14. vydéani F. A. Horou).

[4] Vysin, J.: Neuréité rovnice, Edice ,,Brana k védéni“, svazek 3, JCMF, Prometheus,
Praha, 1949.

Neékolik myslenek z Eukleidovych
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Knihy VII - IX Eukleidovych Zaklad jsou vzhledem k dal$im kniham
Zakladd pomeérné netypické. Ve vétsin€ knih zékladl totiz Eukleides fesi
geometrickymi prostiedky ¢isté geometrickou tematiku, zatimco v knihach
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