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Polibky kruznic:
Pappos z Alexandrie
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Pappos (4. stol) byl poslednim vyznamnym alexandrijskym uéencem.
Jeho osmidilnd Sbirka (fecky Synagoge) nas seznamuje s dilem starové-
kjch matematik® doplnénym o Pappovy vlastni objevy. Uvadi se, ze mezi
né patii dikaz starsi hypotézy, véty o fetézci kruznic vepsanych do ar-
belu.! Ve skute¢nosti nevime, co z toho je Pappova vlastni prace a co
pochézi od jinych autori. MiZe to byt jen volny prepis nezndmé Archi-
medovy prace. Vétsina zdroju téz nezminuje, ze motivace dikazu véty
o arbelu obsahuje analyzu rovinnych konfiguraci navzajem se dotykajicich
kruznic. Odvozena lemmata maji obecnéjsi platnost. Véta o arbelu je jen
jednim z jejich dusledkt. Stru¢né se nyni s obsahem Pappova ¢tyidilného
pojednani sezndmime.

Obr. 1 Prvni okruh tivah — tfi kruznice s vnéjsimi dotyky

1Vétu jsme uvedli v druhém dilu serialu [1]. Setkame se s ni i na konci tohoto &lanku.
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Prvni ¢éast se zabyva situaci z obr. 1. Kruznice k(O;r) a k'(O’;r") maji
vngjsi dotyk T a vné se dotykaji i kruznice h(H;r,) v bodech V a U.
Piimky UV a OO’ jsou rtiznobézné. Oznacime F jejich prisecik a D druhy
prusecik piimky UV s kruznici k’. Pappos nejprve z podobnosti trojihel-
niktt O'DU a HVU odvodil, ze OH || O’ D. Pak pomoci dalsich podobnosti
dokéazal vztahy

|EV| _ |ET| _ |[EO| _ [OV] _r
|[ED| ~ |EZ| ~ |[EO'| — |O'D|]

(1)
které dnes snadno ovéiime pomoci stejnolehlosti kruznic k&’ a k (obr. 1).
Déle konstatoval, Ze z prvni z rovnosti (1) plyne

|[EV|-|EU| _ |ET|-|ET|
|ED|-|EU|  |EZ|-|ET)|

a odtud
|EV|-|EU| = |ET?, (2)

nebot |ED| - |EU| = |EZ| - |ET| (mocnost bodu E ke kruznici £’).

Zakladem v8ech dalgich avah jsou kruznice m(Op,; rm) & n(Op;y), kde
T'm = Tn, s dotykem v bodé A. Zbyvajici priseciky kruznic m a n s pfimkou
0,,0,, budeme (v daném poradi) znacit B a C. Zvolme jesté libovolnou
kruznici k(O;7), ktera se jich dotyka. P¥i daném poloméru r neni tézké
sestrojit jeji stfed O. Za tcelem ¢iselného urceni stfedu O lze zvolit kartéz-
skou soustavu soutadnic s kladnou poloosou x totoznou s poloptimkou AB
(obr. 2). Vypoctem i konstrukei vychdzi dva stfedy, jejichz poloha se lisi
jen znaménkem y-ové soufadnice. Starovéci ucenci neznali zadporna cisla
ani kartézské soutadnice. Z praktickych divodi nahrazovali kruznice m a
n pulkruznicemi ohranienymi pfimkou AB a umisténymi na téze strané
od ni, zédkladem tzv. arbelu.

Z dnesniho pohledu hledal Pappos ve druhém okruhu tvah souvislost
mezi polomérem 7 a z-ovou soufadnici stfedu O. Zjistil prekvapivou véc,
sice ze je podil téchto dvou veli¢in konstantni (vztahy (8) a (9)).

Nejprve definoval tfi mozné konfigurace navzajem se dotykajicich po-
lokruznic m, n (v dalsich Gvahdch budou nékdy nahrazeny kruZnicemi) a
kruznice k. Proni konfigurace nastane pii vnitinim dotyku kruznic m a
n (obr. 2 vlevo). V dalsich konfiguracich maji kruznice m a n v bodé A
vnéjsi dotyk. P¥itom druhd konfigurace vznikne, kdyZ s nimi mé kruznice
k vngjsi dotyky (obr. 2 uprostfed) a ve treti konfiguraci ma s nimi dotyky
vniténi (obr. 2 vpravo).
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Obr. 2 Prvni, druha a tfeti konfigurace kruznic

Odvozeni provedl pro prvni konfiguraci: V souladu s obr. 3 ozna¢me H
a V body dotyku kruznice k s kruznicemi m a n, a T'Z jeji primér rovno-
bézny s pfimkou AB takovy, ze T € AH a Z € BH. Kolinearnost trojic
(A, T,H), (B,Z,H), (A,V,Z) a (C,V,T) zarucovala véta L1 z Archime-
dovy Knihy lemmat (viz [1]). Paty kolmic z bodd T', O a Z na pfimku AB
jsou po fadé K, P a L. Z podobnosti trojuhelnikt AHB a AKT lze zjistit
|AB|/|AH| = |AT|/|AK| a odtud

|AB| - |AK]| = |AT| - |AH]| (3)

Obr. 3 Druhy okruh tvah — kruznice vepsana mezi kruznice m a n

Podobné z trojuhelniki AZL a ACV plyne |AZ|/|AL| = |AC|/|AV],
neboli
|AZ] - |AV] = |AC] - |AL]. (4)

Do tfetice, tentokrat z mocnosti bodu A ke kruznici k, dostavame
|AT| - |AH| = |AZ] - |AV]. (5)
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Ze vsech tii vztahu pak

|AB| - |AK| = |AC|- |AL|, (6)
resp.
|AL| |AB|
|AK | |AC (™

To znamena, ze podil |AL|/|AK| nezévisi na velikosti (a tedy ani na poloze)
vepsané kruznice k. Odtud Pappos usoudil, Ze téz

|AB|+|AC|  |AL| + |AK]|

[AB|— |AC| ~ [AL|~ |AK|

(Neni-li tento krok zfejmy, vyfeste si tlohu 2 na konci ¢élanku.) Nakonec
polozil |AL| — |AK| = 2r a |AL| + |AK| = 2| AP|, nebot P je st¥ed tsecky
K L. Tim ziskal vztah pro libovolnou kruznici vepsanou mezi kruznice m
an:

|AP] _ |AB| + |AC| ()
T |[AB| —|AC]|
Analogicky mizeme pro druhou a tfeti konfiguraci urcit
|AP|  |AB|—|AC]| )
r  |AB|+|AC|

Poznamenejme, Ze dnes lze pii volbé kartézské soustavy soutfadnic podle
obr. 2 nahradit oba vztahy rovnosti pro x-ové souradnice bodu O, B a C"
o _ (—1)5t? M, kde s je ¢islo konfigurace. (10)
r T —TC
Pappos navic uvedl, Ze ze vztahu |AK|/|TK| = |ZL|/|BL| pro podobné
trojuhelniky ATK, ZBL a z faktu |TK| = |ZL| = |PO| plyne, ze

|AK| - |BL| = |PO|*. (11)

Ve tfeti ¢asti do obrazku pfidal kruznici &’'(O’; r') vepsanou tvaru ohra-
ni¢eného oblouky AV, VH a HA (obr. 4). Ozna¢me U a T body jejiho
dotyku s kruznicemi n a k, ddle pak E a D(# U) pruseéiky pfimky UV
s pfimkou O’O a kruznici k’. Ukdzeme, jak Pappos odvodil pro kruZnice
k, k' vztah (15) mezi jejich priméry d, d’ a vzdélenostmi h, b’ st¥edi obou
kruznic od pfimky AB.
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Nejprve upozornil, ze (8) plati pro kazdou z vepsanych kruZnic, a tak
AP| _|AB|+|AC| _ |AQ)
T |AB| — |AC| r
Odtud a z (1) dostaneme
|AP| _r _ |EO| _ |EV]|

[AQ| — »  |EO'|  |ED|

(12)

Z mocnosti bodu E ke kruznici n a vztahu (2) plyne
|[EA|> = |EU| - |EV| = |ET|?.
Odtud |EA| = |ET.
E K

W=100)

Obr. 4 Treti okruh tvah — odvozeni rekurentniho vztahu
Ozna¢me po fadé X a Y pruseciky pfimky AT s pfimkami PO a QO’.
Pappos konstatoval, ze X € k a Y € k/, nebot z podobnosti trojthelnikt
ATE,YTO' a XTO plyne
_|ET] _|O'T] _ |OT]
~|EAl oY |OX|
Necht je dale K prusecik piimek AO’ a PO. Trojthelniky APK a AQO’
jsou podobné, stejné tak i trojuhelniky AKX a AO'Y. Plati tedy
|AP| |AK| |KX]|
[AQ| — A0 oY |

1

(13)
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Tentyz pomér lze vyjadrit i jinak:

[AP| _|EO| r _|0X| (1)
[AQl  [EO[ " OY]

Z rovnosti levych stran vztahit (13) a (14) plyne rovnost jejich pravych
stran. Proto téz plati |KX| = |OX| = r a odtud

|[KO| =2r =d.

Z podobnych utvart APXK a AQY O’ déle plyne

PK| _ QO
|KX| oY |’
neboli
|PO|+d _ |QO’|
r o

Navic je r = d/2, |PO| = h, v = d'/2 a |QO’'| = k', a tak nakonec

dostaneme
_h+2r

I r’, resp. h d'. (15)

_h+d
r - d
Vztahy (15) spliiuje i drubha konfigurace. Ve tfeti konfiguraci je jiny
typ dotyku kruznic k a k' a navic mize byt stfed kruZnice k& na rtiznych
strandch od pfimky AB. Zavedeni arbelu tuto komplikaci ve starovéku
fesilo na tikor obecnosti. Dnes lze konstatovat, Ze pfi ndhradé veli¢in h a b’/
y-ovymi soufadnicemi stiedd kruZnic k a k' v kartézské soustavé souradnic
podle obr. 2, a pfifazeni znaménka ,—“ poloméru r v situaci, kdy ma
kruZnice k s (celymi) kruZznicemi m a n vnitini dotyk, plati pro vSechny
konfigurace vztah y y
o’ o
= + 2. (16)
Pristupme nyni k zavérecné casti. Ma-li v prvni konfiguraci kruznice
k prumér BC, pak utvar ohraniceny pulkruznicemi m, n a k ve zvolené
poloroviné s hraniéni pfimkou AB se nazyva arbelos. Uvazujme Fetézec
kruznic kg, k1, ko, ... vepsanych mezi kruznice m a n takovy, ze kg = k
a pro j = 1,2,... mé kruznice k;(Oj;;r;) vnéjsi dotyk s kruznicemi k;_
a kjt1. Véta o tetézci kruZnic vepsanych do arbelu 1ikd, Ze pIi oznaceni
podle obr. 5 plati:

hl = 27“1 = dl7 h2 = 4T2 = 2d2, h3 = 6’)"3 = 3d3, N (17)
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Obr. 5 Zavér — odvozeni véty o kruznicich vepsanych arbelu

Pappos ji dokdzal nasledovné. Aplikaci vztahu (7) na kruznice m, n, k;
a na kruznice m, k, k1 dostavame

[AB| _ |AL|  |BA| _ |BK|
|AC|  |AK]| |BC|  |BL|’

JestliZze v téchto vztazich nahradime v kazdém zlomku ¢itatele rozdilem
puvodniho citatele a jmenovatele, obdrzime rovnéz platné rovnosti

|BC|  |KL| a |AC|  |KL]
|AC|  |AK]| |BC|  |BL|’

z nichz zjistime |AK|-|BL| = |KL|?>. Odtud a ze vztahu (11) plyne
|P1O;1| = |KL|, jingymi slovy h; = dy. Po tomto zjisténi jiz Pappos di-
kaz snadno dokon¢il opakovanym uzitim vztahu (15):

Cditdy 2y + ds

hy =dy, hs

dy = 2ds, hs ds = 3ds, ...

dl d2

Obr. 6 Retézec kruznic v Pappové zavéreéném dodatku
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Jesté uvedl dodatek dodatek, sice ze pro situaci na obr. 6 plati
hl =T, h2:3r2, h3:5’l“3, (18)

I po mnoha stoletich oceniujeme brilantni vyuziti tehdejsi geometrické
algebry a davtipny postup starovékého autora. Shrnutim jeho hlavnich
vysledki jsme ziskali vztahy (10) a (16), které usnadiiuji uréeni poloméru
a soufadnic stfedu kterékoliv kruznice fetézce (viz tlohu 4).

Obr. 7 Bod A je potenénim stfedem kruznic u, k a v

Neékterd mista Pappova pojednani vybizeji k dalsim tvaham. Napti-
klad vztah (6) je disledkem t¥i tvarové stejngych rovnosti (3), (4), a (5)
mezi souciny délek usecek, jez vSechny vychazeji z bodu A. Jakou zvlastni
polohu mé bod A na obr. 37

Vse se objasni, kdyz tam dokreslime Thaletovy kruznice u a v nad
praméry BT a CZ (obr. 7): Bod A mé stejnou mocnost ke kruznicim wu,
k a v. Tento fakt pravdépodobné inspiroval Jakoba Steinera (1796-1863)
k zavedeni potencniho stredu kruznic a vysetfovani raznych mnozin bodu a
kruznic se stejnou mocnosti. Zamysleni nad vztahem (2) a situaci z obr. 1
jej mohlo vést k zavedeni tzv. spolecné mocnosti bodu F ke kruznicim k,
k' a popisu zobrazeni, jez se dnes nazjva kruhovd inverze. S jeho vysledky
se seznamime v dal$im pokracovani seridlu.

Ulohy
1. Dokazte, Ze pfi oznaceni podle obr. 1 plati
|ED| - |EG| = |ET|*.
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2. Necht d/, a, V', b jsou nenulové délky a a'/a = b'/b = k. Dokazte,
Ze pak pro kazda realna &isla r, s, t, u, pro néz ra + sb # 0, resp.
ta' + ua # 0, plati

ra’ + sb’ ra' +sa  rb' +sb  kr+s
ra -+ sb

=k, . = = .
TSP ta’ +ua  tb +ub kt+u

Obr. 8 Obecny fetézec kruznic na bazi prvni konfigurace

3. Dokazte, ze plati: Je-li prvni konfiguraci kruznic m, n a ko(Oog; o)
vepsan Tetézec ... k_g, k_1, ko, k1, ko, ... kruznic k;(Oj;r;) podle
obr. 8, pak v kartézské soustaveé souradnic zvolené na obrazku plati
pro vSechna celd ¢isla j rekurentni vztah

Yirr _ Y5 2, (19)
il T

kde y; je y-ova souradnice stfedu O;.

4. Necht kruznice m, n a ko z obr. 8 maji po fadé poloméry 40 cm,
24 cm a 12 cm. Pomoci vztahd (10), (16) a Pythagorovy véty pro
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vhodné zvolené trojihelniky dokazte, Ze pro j-tou kruznici fetézce
plati

60

ThHiGEVE)

0; = [473—; (\/5+2j)7"j] a T

Obr. 9 Retézec kruznic na bézi tieti konfigurace

5. Pokuste se pro druhou a tieti konfiguraci nakreslit obrazky analo-
gické k obr. 4 a odvodit analogii vztaht (15).

6. Tteti konfiguraci kruznic m(O,,; 38), n(Oy; 16) a ko(Og; 7o) je vepsan

fetézec kruznic ... k_o, k_1, ko, k1, ko, ... podle obr. 9. V kar-
tézské soustavé soufadnic na obr. 9 je Oy = [24,yo]. Dokazte, Ze
ro = 58,9, yo = —15,5 a pro vsSechna cela ¢isla j plati

Y5~ 0,26 + 25.

Tj

(Hodnoty jsou zaokrouhlené a do (16) dosazujeme —rq.)
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Vyuziti znalosti matematiky pii
praci s kreditni kartou

VLADIMIRA PETRASKOVA

Pedagogické fakulta JU, Ceské Budé&jovice

nJe tézke, kdyzZ musite bankérum sdelit, Ze nemuzete
splatit urok. Takovd slova nemaji radi.“
(D. Trump, Zbohatnéte jako ji. Pragma, Praha, 2004)

S kreditni kartou je spojovano mnoho negativniho. Tato negativa souvisi
jednak s nedisciplinovanosti majitelti kreditnich karet, jednak se zédkladni
neznalosti tohoto produktu. V tomto ¢lanku na prikladech ukazeme, jak
nam matematika mtze pomoci blize se seznamit s tskalimi, ktera jsou
spojena s vyuzivanim kreditni karty. Zaroven nam pomuze odhalit i jeji
vyhody. Ptiklady jsou urceny zakim stifednich skol.

Abychom mohli fesit uvedené priklady, musime znat pojmy jako napft.
urokové sazba, frekvence pripisovani trokiu, jednoduché a sloZené troko-
véani, beztiro¢né obdobi kreditni karty, ivérovy ramec kreditni karty...
Je zfejmé, ze dochazi k prekryvu dvou vzdélavacich oblasti vymezenych
v Ramcovych vzdélavacich programech pro gymnazia, a to Clovek a svét
price a Matematika a jeji aplikace (VUP, 2007). Zak potiebuje pro fe-
Seni jednak znalosti z oblasti spolecenskovédni (finan¢ni trh, bankovni a
nebankovni sluzby, tvérové produkty, ...), jednak z oblasti matematiky
(jednoduché trokovéni a jeho zékladni standardy, slozené trokovéni, ... ).
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