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Piispévek je vénovan zndmé Fibonacciové posloupnosti (F),)5, jejiz
prvni dva €leny jsou Fp = 1, F; = 1 a dalsi ¢leny (pro n > 2) lze ziskat
pomoci rekurentniho vztahu F,, = F,,_1 + F,_2. V tab. 1 je uvedeno
prvnich 11 Fibonacciho ¢isel.

Tabulka 1 Prvnich 11 Fibonacciho ¢isel

Fo | Fy | Fy | B3 | Fy | Fs | Fs | Fr | Fg | Fy | Fyo
1 1 2 3 5 8 13 |21 | 34 | 55 89

Fibonacciho éisla se vyskytuji v mnoha zajimavych identitach (vzor-
cich). Budeme se vénovat zejména tomu, jak dokézat platnost vybranych
identit. Obvykle se v literatufe uvadéji dikazy pomoci matematické in-
dukce. Ukadzeme jinou moznost, kterou je kombinatoricky dikaz. Princip
takového dikazu spociva v nalezeni vhodné kombinatorické interpretace
levé i pravé strany rovnosti a nasledné diskuzi, v niz je nutné vysveétlit, ze
obé strany rovnosti popisuji tutéz situaci.

V celém c¢lanku budeme vyuzivat vztahu mezi Fibonacciho ¢isly a po-
kryvanim obdélniku pomoci dlazdic dvou druhti. Prvnim druhem jsou tzv.
monomina (¢tverce o délce strany 1) a druhym jsou domina (obdélniky
o velikosti 1 x 2). Délka pokryvaného obdélniku bude vzdy celé ¢islo a
jeho sitka bude vzdy 1. Zamysleme se nad tim, kolika zpisoby lze pokryt
obdélnik o velikosti 1 x n pomoci monomin a domin. Pocet vSech téchto
pokryti oznacime P,.

Nejprve uréime pocet pokryti nékterych maljch pravothelniki. Ctverec
1 x 1 mizeme pokryt jedinym zptisobem (pomoci jednoho monomina).
Plati tedy P, = 1. Obdélnik 1 x 2 lze pokryt dvéma zptsoby, a to bud
pomoci dvou monomin, nebo jednoho domina, tudiz P, = 2. Ctenai si
mize samostatné ovéfit, ze u obdélniku 1 x 3 snadno zjistime, ze pocet
rtznych zpisobl pokryti je 3, tedy P; = 3.
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Obdélnik 1 x n (déle obdélnik o délce n) budeme pokryvat postupné
zleva doprava. Prvni policko lze pokrjt dvéma zpiisoby: bud pomoci mo-
nomina anebo pomoci domina. V prvnim pfipadé zbude k pokryti obdélnik
o délce n — 1 a ve druhém pitipadé zbude nepokryty obdélnik o délce n — 2
(obr. 1). Pocet vSech rizngch pokryti obdélniku o délce n ziskdme tedy
tak, Ze seCteme pocty vSech moznych pokryti obdélnika o délkach n —1 a
n — 2. Plati tedy P, = Pp—1 + Py—2.

Jiz vime, Ze pro n € {1,2} je P, shodné s F,,. Navic rekurentni vztah
pro vypocet dalsich ¢lentt obou posloupnosti je stejny, proto i pro vSechna
vyssi n se musi ¢isla P, a F,, rovnat. Zjistili jsme tedy, Ze az na nulty ¢len
se jedna o dvé shodné posloupnosti. Definujeme-li navic Py = 1, mizeme
tento vztah interpretovat téZ kombinatoricky (obdélnik 0 x 1 nelze pokryt
zédnou dlazdici, tj. ,existuje“ jedna mozZnost).

Zjistili jsme tedy, ze pocet vSech zptisobti pokryti obdélniku o délce n
pomoci monomin a domin je roven F). Tuto skuteénost budeme vyuzivat
pri dokazovani nasledujicich ¢tyf identit.

n—1 n—2

Obr. 1 Dvé moznosti pokryti levého policka obdélniku o délce n

Uloha 1
Dokazte, ze pro libovolna m, n prirozena plati

Fm+n:Fm'Fn+Fm—1'Fn—1-

Resent. Vime, Ze leva strana rovnosti odpovida poétu vSech rfiznych po-
kryti obdélniku o délce m + n pomoci monomin a domin. Ukazeme-li, ze
pocet téchto pokryti popisuje i prava strana zadané rovnosti, bude dikaz
hotov.

Uvazujme tedy obdélnik o délce m + n. Rozdé€lme ho na dva mensi
obdélniky o délkach m a n. Prvni lze pomoci monomin a domin pokryt
F,, zptsoby a druhy F), zpusoby (obr. 2). To ndm dava F,, - F,, zptisobii
pokryti pavodniho obdélniku. Jesté jsme vSak nezapocitali ta pokryti, kde
jsou policka m a m + 1 pokryta dominem (obr. 3). V takovém piipadé
zbyva pokryt dva obdélniky o délkach m — 1 a n — 1, ¢imz ziskame dalSich
Fr—1 - F,—1 zptsobi pokryti ptivodniho obdélniku.
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Zadny jiny zptisob pokryti neexistuje, a proto obdélnik o délce m + n
Ize pokryt F,, - F, + F,_1 - Fj,_1 zptsoby, ¢imz jsme dokazali platnost
zadané rovnosti.

m—1 n—1

Obr. 3 Obdélnik, ve kterém domino pokryva policka m a m + 1

Uloha 2
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati

Fn(g>+(”;1)+(”;2)+...+ <

Reseni. Rozdélime vSechna mozna pokryti obdélniku délky n do skupin
podle toho, kolik se v daném pokryti nachazi domin — nemusi byt zadné
a nejvyse jich mize byt |n/2]. (Symbol |n/2] znaéi dolni celou ¢ast ¢isla
n/2, tj. jeho zaokrouhleni na celé jednotky vzdy smérem dold.)

Nyni je tfeba urcit, kolik riiznych pokryti obdélniku se nachazi v kazdé
z téchto skupin. Vezméme skupinu, kde kazdy obdélnik obsahuje k£ domin.
Pokryti se potom sklad4 z £ domin a z n — 2k monomin, tj. dohromady
n — k dlazdic, které skladame vedle sebe v rtizném potradi. Pocet rtiznych
uspoiadani téchto dlazdic je stejny jako pocet uspofadanych (n — k)-tic
sestavenych z k prvkt jednoho druhu a n—2k prvkt druhého druhu. Jedna
se tedy o permutace s opakovanim, kterych je

(n—k)!
El-(n —2k)!

) , pro n sudé,

H I3 3

1

3

)

n—1
2

) , pro n liché.

Tento vyraz lze zapsat kombina¢nim ¢islem (”;k ) Secteme-li poéty obdél-
niku ve vSech skupinéach, dostaneme pocet vsech raznych pokryti obdélniku

Matematika — fyzika — informatika 25 2016 21



o délce n. To je ale totéz, jako secist kombinaéni &isla (", *) pro viechna
moznd k (tj. k=0,...,|n/2]).

Uloha 3
Dokazte, ze pro kazdé n ptirozené plati Fy + Fo+ ...+ F, = F40 — 2.

Resend. Sta¢i dokazat ekvivalentni vztah Fy + Fy + ...+ F, = Fj 40 — 1.
Pravou stranu této rovnosti lze chapat jako pocet vsech pokryti obdélniku
o délce n + 2 s alespoii jednim dominem (tj. pocet vSech rtiznych pokryti
tohoto obdélniku bez jednoho pokryti sestaveného ze samych monomin).
Ukézeme, Ze na levé strané rovnosti je totéz cislo.

Chceme, aby pokryti obdélniku obsahovalo alespon jedno domino. Vse-
chna takova pokryti mtzeme opét rozdélit do skupin, tentokrat podle po-
lohy posledniho domina (tj. domina nejvice vpravo). Nyni potfebujeme
zjistit, kolik obdélniki se nachézi v kazdé skupiné. Pokud posledni do-
mino je na pozicich kK + 1 a k + 2, potom prvnich k& poli¢ek obdélniku
miuZe byt pokryto libovolné a zbylych n — k policek musi byt vzdy vypl-
néno monominy. Pocet takovych pokryti je Fj. SeCteme-li pocty pokryti
v kazdé skupiné, dostaneme pocet vSech rtznych pokryti obdélniku o délce
n+2 s alespon jednim dominem. To je ale totéz jako secist F} pro vSechna
moznd k (tj. k=0,...,n).

Uloha 4
Dokazte, 7e pro kazdé n ptirozené plati F2 = Fy, 41 - F,,_1 + (—1)".

Resend. Pri diikazu této identity nevystacime s pokryvanim jednoho ob-
délniku o délce n, ale budeme potiebovat dvojici takovych obdélnikd. Po-
¢et pokryti téchto dvou obdélnikti pomoci monomin a domin odpovida
levé strané rovnosti. Na pravé strané rovnosti si mizeme vSimnout vy-
razu Fi, 41 - F,—1, ktery odpovida poctu riznych pokryti dvojice obdélnikt
odélkichn+1an—1.

Identita rika, Ze pocet pokryti dvou obdélniki délky n se od poctu
pokryti dvou obdélniki o délkach n+1 an—11i$i o 1, nebo —1 v zavislosti
na parité cisla n.

Predpoklddejme nejprve, ze n je liché. Ukazeme, Ze z kazdého pokryti
dvojice obdélniku délky n lze vyrobit pokryti dvojice obdélnikid o délkach
n+lan—1.

Vezméme tedy libovolné pokryti dvojice obdélnikt délky n a umis-
téme obdélniky pod sebe tak, ze dolni obdélnik je oproti hornimu posunut
o jedno policko vpravo (obr. 4 a 5. vlevo). Sloupce oéislujeme 1 a7z n + 1.
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Horni obdélnik se tedy nachazi ve sloupcich 1 az n a dolni ve sloupcich 2
azn+ 1.

Protoze je n liché, v kazdém pokrytém obdélniku se musi nachéazet
alespon jedno monomino. Najdeme to monomino, které lezi nejvice vpravo.
Reknéme, Ze lezi v i-tém sloupci. Nové pokryti obdélnikii o délkach n + 1
a n — 1 vyrobime tak, Ze pivodnim obdélnikim vyménime policka ve
sloupcich 7 az n 4+ 1. Na obr. 4 je zndzornéna vyména pro situaci, kdy
dané monomino lezelo ptivodné v dolnim obdélniku, a na obr. 5 je vyména
znazornéna pro situaci, kdy posledni monomino lezelo ptivodné v hornim
obdélniku.
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Obr. 4 Vymeéna poli¢ek, kdy posledni monomino lezelo ptivodné v dolnim ob-
délniku

'mn B PN EE EE ED;
DTy D

Obr. 5 Vyména poli¢ek, kdy posledni monomino lezelo pivodné v hornim ob-
délniku

Vsimnéme si, Ze ze dvou riznych pokryti dvojice obdélnikti délky n
vzniknou dvé rdzna pokryti dvojice obdélnikt o délkach n + 1 a n — 1.
Dale potfebujeme zjistit, jestli je mozné timto zptisobem vyrobit libovolné
pokryti dvojice obdélnikti o délkach n +1 a n — 1. To je pravda az na
jednu vyjimku. Jelikoz kazdy obdélnik o délce n musi obsahovat alespon
jedno monomino, musi i vSechna vysSe popsana pokryti obdélnikt o délkach
n+ 1 a n — 1 obsahovat dohromady alespont dvé monomina. Nesmime ale
zapomenout, ze tyto dva obdélniky lze také pokryt pouze pomoci samych
domin. Proto je vSech moznych pokryti dvojice obdélnikd o délkach n + 1
an — 1 o jedno vice nez pokryti dvojice obdélnikt o délce n. Pro n liché
tedy plati F2 = F,, 1 - F,,_1 — 1.

Pro n sudé budeme naopak ze dvojice pokrytych obdélnikt o délkach
n+1an—1 tvorit dvojici pokrytych obdélnikti o délce n. Obracenim vyse
uvedeného postupu zjistime, Ze pro n sudé plati F2 = F, 1 - F,_1 + 1.

Tim je identita dokazana.
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Zavér

V c¢lanku jsme uvedli kombinatorické dikazy ¢tyi zajimavych identit
s Fibonacciho ¢isly. V zavérecnych cvicenich je pak uvedeno dalSich pét
identit, jejichz dukazy prenechavame ¢tenaitm. Stoji za zamysleni, zda
by vSechny uvedené identity bylo mozno dokazat také jinym zpiisobem,
napt. pfimym diikazem pomoci vzorce pro n-ty ¢len Fibonacciovy posloup-
nosti nebo matematickou indukci. Vétsinou bychom vsak zjistili, ze takové
dikazy jsou zdlouhavé a komplikované. Kombinatorické dikazy jsou pro
vybrané identity naopak velmi napadité a elegantni.

V uvedenych diukazech jsme vyuzivali pokryvani obdélniku o délce n
pomoci monomin a domin. Mohli bychom vsak vyuzit i jinych vlastnosti
Fibonacciho ¢isel, naptiklad skutec¢nosti, ze F;, udava pocet vSech rtiznych
pokryti obdélniku 2 x n vyhradné pomoci domin. Hodnota F,, udava mj.
pocet zpusobd, jak vystoupat po schodisti o n schodech, je-li povoleno
pfi kazdém kroku nejvyse jeden schod piekrocit. Obé tyto kombinatorické
situace jsou popsany v [1]. Ctenaitim doporu¢ujeme promyslet si, pro¢
uvedend tvrzeni plati, a pokusit se pomoci nich dokazat identity uvedené
v tomto ¢lanku.

Tvorba €lanku byla inspirovana publikaci [2], v niz lze najit dikazy
mnoha dalsich identit, a to nejen s Fibonacciho ¢isly, ale také s kombinac-
nimi ¢isly, Lucasovymi nebo tzv. Gibonacciho ¢isly. Dukazy fady identit
s Fibonacciho &isly jsou uvedeny rovnéz v [3].

Cvicéeni
Dokazte, ze pro libovolné n pfirozené plati
a) By, = F2+F2? |,
b) Fop1 = F2 F s,
C) F0+F2+ +F2n:F2n+1,
d) F1+F3—|- At Fopo1 = Fop — 1,
e) Fy=Fuyo Fupr - Fuoy - Fun + 1
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