INFORMATIKA

Optimalizace tras privozi
(Ulohy z MO — kategorie P, 33. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pro dnesni pokracovani nasi dlouhodobé série ¢lankt o tlohach z Mate-
matické olympiady kategorie P jsme si vybrali jednu aplné cerstvou tilohu.
Byla zadana v bfeznu 2015 jako prakticka tloha tstfedniho kola 64. roc-
niku MO (8kolni rok 2014/15). Ackoliv za ni téméf kazdy z FeSiteld ziskal
néjaké body, zcela spravné na plny pocet bodt ji nevyftesil nikdo. Podle pi-
vodniho zadani bylo totiz zapotfebi nejen navrhnout optimalni vedeni tras
budovanych pfivozi, ale navic také vyporadat se s rozsahlymi vstupnimi
daty a pfitom omezenym mnozZstvim operacni paméti. Ukladand data bylo
proto nutné slozité komprimovat, coz pusobilo fesiteliim zna¢né problémy.
My si puvodni zadani trochu zjednodusime a budeme se v ¢lanku vénovat
pouze té zajimavéjsi ¢asti feSeného problému — tedy navrhu vlastniho algo-
ritmu. Vhodnym zptisobem proto snizime velikost zpracovavanych vstup-
nich ddaji, abychom neméli zadné technické problémy s ulozenim dat ve
vnitini paméti pocitace. Formulaci zadani zaroven mirné upravime, aniz
bychom tim ovSem zménili podstatu fesené ulohy.

* %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Kocourkovsti radni pfemysleli, jak by do svého mésta mohli naldkat
vice turistti. Pfi zkoumani turistickych prospektu zjistili, Ze jejich mésto
nema na rozdil od mnoha dalsich sviij aquapark, feku s nabtrezimi, lyzarské
stfedisko a mnoho dalsich ldkadel. Protoze vSak byli limitovani rozpoctem
meésta, rozhodli se vybudovat jen jednu z téchto atrakci a volba padla
na feku. Naplanovali tedy vystavbu dlouhého vodniho kanélu. Na kazdé
jeho strané vybrali mista, kde by mohly byt mosty. Bohuzel koordinace
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planovani selhala. Vybrand mista nebyla na protilehlych pozicich podél
kanalu a co huf, viceprace pri stavbé kandalu zptsobily, Zze na vystavbu
mosti jiz nezbyly zadné penize. Radni se proto rozhodli mezi vybranymi
misty misto mostd ziidit privozy.

Soutézni tloha

Vasim tkolem je urcit dvojice mist na levé a pravé strané kanalu, ktera
maji byt spojena privozy tak, aby kazdé vybrané misto bylo spojeno ptivo-
zem alespon s jednim vybranym mistem na druhé stran€ kanalu a zaroven
aby soucet délek vsech zfizenych pfivozi byl nejmensi mozny. Pokud exis-
tuje vice takovych feseni, vypiste jedno libovolné z nich.

Format vstupu

Prvni fadek vstupu obsahuje ¢tyfi cela ¢isla L, S, A, B oddélend me-
zerami. Tato ¢isla udavaji postupné délku kanalu, jeho sitku a pocet vy-
branych mist na levé a na pravé strané. Muzete predpokladat, ze plati
1 <L <1000000,1 <S5 <1000al< A B < 1000. Nasleduje A
tadkd, z nichz i-ty obsahuje vzdélenost a; i-tého vybraného mista na levé
strané kanalu od pocatku kanalu. Poté nasleduje B tadki, z nichz j-ty
obsahuje vzdalenost b; j-tého vybraného mista na pravé strané kanalu
od jeho pocatku. Mizete predpokladat, Ze vSechny vzdédlenosti a; (pro
1 <i<A),bj (pro 1l < j < B) jsou cela ¢isla, zadna dvé vybrand mista
nejsou stejnd a na vstupu jsou polohy vybranych mist zadany podle ros-
touci vzdalenosti od pocatku kandlu, tedy ze plati 0 < a1 < ... <ag <L
al0<bh <...<bp < L.

Format vystupu

Kazdy fadek vystupu obsahuje dvé celd ¢isla ¢ a j, kterd udavaji, ze
mezi i-tym mistem na levé strané kanalu a j-tym mistem na pravé strané
kanalu ma byt zfizen privoz. Na poradi radku ve vystupu nezalezi.

Priklad 1.

Vstup: Vystup:
10532 11

0 22

5 32

10

2

8
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Priklad 2.

Vstup: Vystup:
100013 3 11

0 21

1 32
1000 33

0

999

1000

Pfi rozboru ulohy si nejprve vSimnéte nékolika dilezitych véci. Prede-
v8§im si uvédomte, Ze v optimalnim feSeni se trasy zadnych dvou priivozl
nektizi. Toto pozorovani snadno dokdzeme pomoci trojihelnikové nerov-
nosti. Kdyby se trasa pfivozu spojujiciho mista a, b ktizila s trasou piivozu
spojujiciho mista a’, ' (tzn. a < a’, b’ < b), potom by se vyplatilo vymé-
nit tyto dva privozy za p¥ivoz spojujici dvojici mist a, b’ a pFivoz spojujici
dvojici mist a’, b. Vzniklo by tim jiné pfipustné feSeni, ve kterém je sou-
Cet délek tras vSech pfivozl mens$i. Oznac¢me si prusecik tras ptavodnich
privozu symbolem s. Soucet jejich délek muzeme vyjadfit jako

|ab| + [a't'| = (las| + |sb]) + (la"s| + |st]) = (las| + [sb]) + (la’s| + [sb]).

Obsah prvni zévorky je podle trojuhelnikové nerovnosti vétsi nez |ab’|,
zatimco obsah druhé nerovnosti je opét podle trojihelnikové nerovnosti
vétsi nez |a’b| (nakreslete si obrézek!). Celkové proto skuteéné plati

lab| + |a’b'| > |ab'| + |a’b|.

Dale si povsimnéte, Ze se nemusi vyplatit usilovat o feSeni s minimélnim
poctem pfivozi. Tuto skutecnost dobie demonstruje priklad 2 ze zadani
ulohy. V ném mame tfi vybrand mista na levé strané kanalu a t¥i vybrana
mista na pravé strané kanalu, takze jisté existuje feSeni se tfemi privozy,
ve kterém z kazdého vybraného mista vyjizdi pravé jeden piivoz. Jelikoz
uz vime, ze trasy piivozli se nesmi kiizit, takové feSeni existuje jediné a
je tvofeno privozy 1-1, 2-2, 3-3. Vzhledem k poloze vybranych mist toto
feSeni ale neni optimalni z hlediska celkové délky tras pfivozt, vyhodnéjsi
je zvolit Ctyfi piivozy 1-1, 2-1, 3-2, 3-3. K feSeni tlohy tedy nelze pouzit
néjaky jednoduchy hladovy algoritmus, ktery by prosté spojoval dvojice
mist na obou stranidch kandlu v tom poradi, jak po sobé nasleduji od
zacatku kandlu.
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Spravné feseni tlohy je zalozeno na myslence dynamického programo-
vani. Abychom si postup feSeni dobfe vysvétlili, budeme v prvni etapé
hledat pouze nejmensi moznou celkovou délku tras vSech vybudovanych
pfivozt. Teprve az vyfesime tuto ¢ast tlohy, program doplnime jesté o ur-
¢eni a vypsani dvojic mist, ktera jsou jednotlivymi pfivozy spojena.

Vytvofime si dvojrozmérnou tabulku T velikosti A x B prvkid (hodnoty
A, B podle zadani udévaji, kolik bylo vybrano mist na levém a na pravém
biehu kanalu). Cislo 7'[i, j] bude udavat nejmensi mozny soucet délek tras
pfivozt, které spojuji prvnich ¢ mist na levé strané kanalu s prvnimi j
misty na jeho pravé strané. Jak tuto hodnotu uré¢ime? V kazdém optimal-
nim YeSeni musi byt spolu spojeny privozem posledni misto na levé strané
kanalu (tzn. i-té misto) a posledn{ misto na pravé strané kanélu (tzn.
Jj-té misto), jinak by se trasy nékterych pfivozt kiizily. Navic proi > 2 a
J > 2 bude v libovolném optimalnim feSeni pfivozem spojena pravé jedna
z nésledujicich t¥{ dvojic mist: (i — 1)-té misto a j-té misto, i-té misto
a (j — 1)-té misto, nebo (i — 1)-té misto a (j — 1)-té misto. Jinak by se
opét bud nékteré trasy privozu kiizily, nebo by do nékterého vybraného
mista nevedl zadny pfivoz. Aby bylo T'[¢, j] minimélni moZné, musi tedy
pro: > 2 a j > 2 platit

T[i, ] = d(i,j) + min(T[i — 1,4],T[i,5 — 1], T[i — 1,5 — 1]).

Vyraz d(i,j) zde udava vzdélenost i-tého mista na levé strané a j-tého
mista na pravé strané kanalu. Hodnoty d(i,j) ndm bude snadno poécitat
pomocna funkce pomoci Pythagorovy véty — je to vzdalenost dvou bodu
v roviné, pricemz zname kartézské souradnice obou téchto bodt.

Uvedeny rekurzivni vztah je zakladem feSeni llohy pomoci metody dy-
namického programovani. Hodnoty T[i,j] nebudeme pocitat rekurzivni
funkci, 1 kdyz i takové feseni by bylo mozné. Radéji vsak budeme postupné
vypliovat tabulku T v poradi podle rostoucich hodnot indexa i, j — tedy
v takovém pofadi, abychom pii vypoétu prvku T'[i,j] jiz znali vSechny
t¥i hodnoty obsazené v uvedeném rekurzivnim vzorci. Zacneme od prvka
s indexem ¢ = 1 nebo j = 1, dalsi prvky tabulky 7' potom miZeme po-
Citat tfeba po Fadcich zleva doprava (existuji ale i jiné moznosti vhod-
ného potadi vypocétu). Hledanym koneénym vysledkem pak bude hodnota
prvku T[A, B]. Tu vypoditdme jako uplné posledni po vyplnéni celé ta-
bulky T

Zbyvé ukézat spravné nastaveni pocatecnich hodnot tabulky 7', tedy
hodnot pro ¢ = 1 nebo 7 = 1. Mame-li na jedné strané kanalu jediné
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vybrané misto, musime toto jediné misto nutné spojit privozy se vsemi
vybranymi misty na druhé strané kanalu. Je tedy zfejmé, Ze hodnota T'[1, j]
je rovna souctu vSech vzdalenosti d(1, j) pro 1 < j < B a podobné hodnota
T[i,1] je rovna souctu vSech vzdélenosti d(i,1) pro 1 < i < A. Tyto
hodnoty spocitame nejlépe postupnym pricitanim délek pfivozi. Zacneme
od prvku T'[1,1] = d(1,1). Pro rostouci index j > 1 pak pocitdme

T[lvj] = T[lvj - 1] + d(lvj)

Obdobné postupujeme pii vypoctu hodnot T7[¢, 1].

Asymptotickd Casova sloZitost popsaného feSeni je O(AB). Pocitame
A - B prvku tabulky T, vypocet kazdého z nich zvladneme podle vyse
uvedeného vzorce v konstantnim ¢ase. Pfi omezeni hodnot A, B < 1000 to
predstavuje redlnou dobu vypodtu ve zlomcich sekundy. Pamétova sloZitost
popsaného postupu vychézi rovnéz O(AB), coZ je velikost jediné datové
struktury 7" pouzité v feseni.

Préavé popsané reseni si nyni ukdzeme zapsané v programovacim jazyce
Pascal:

program Privozyl;
{zakladni feSeni s dvojrozmé&rnou tabulkou T}

const Max = 1000; {polet vybranych mist na kaZdé strané kanalu}
var L: longint; {délka kanalu}

S: integer; {8ifka kanalu}

A, B: integer; {poé&et vybranych mist vlevo a vpravo}

aa, bb: array[l..Max]| of longint; {poloha vybranjch mist}
T: array[l..Max, 1..Max] of real; {sou&ty délek p¥ivozid}
i, j: integer;

function d(i, j: integer): real;
{po¢ita vzdalenost i-tého mista vlevo od j-tého mista vpravol}
begin
d := sqrt(sqr(s) + sqr(aa[i]—-bb[j]))
end; {function d}

function min(K, L, M: real): real;
{minimum ze t¥i redlnych &isell}
var Q: real;
begin
if K< L then Q := K else Q := L;
if M< Q then Q := M;
min := Q
end; {function min}
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begin

readln (L, S, A, B);

for i:=1 to A do readln(aa[i]);
for j:=1 to B do readln(bb[j]);

T[1,1]:=d(1,1);
{prvni f¥adek tabulky T}
for j:=2 to B do T[1,j]:=T[1,j—1] + d(1,j);
for i:=2 to A do {i-ty ¥adek tabulky T pro i>=2}
begin
T[i,1]:=T[i—-1,1] + d(i,1);
for j:=2 to B do {poc¢itame prvek T[i,jl}
T(i,j)i=d(i,j) + min(T[i-1,j], T[i,j-1], T[i—1,j—1]);
end;

writeln (T[A,B]:8:2) {vysledkem je hodnota T[A,Bl}
end.

Vsimnéte si, ze v uvedeném feseni tlohy pocitdme hodnoty prvka v ta-
bulce T postupné po fadcich a ze hodnoty prvki v i-tém radku zaviseji
pouze na hodnotéach z pfedchoziho (i — 1)-tého fadku, nikoliv na hodno-
tach z Ffadki vzdalenéjsich. Misto celého dvojrozmérného pole T, které
jsme uvazovali v odvozeni algoritmu, mizZeme proto pfi implementaci po-
uzit dvé jednorozmeérna pole, kterd budou vzdy pfredstavovat aktualni a
predchézejici fadek tabulky. Pamd&tova slozitost naseho feSeni se tim vy-
razné snizi na O(B). Toto je bézny trik, ktery se pfi implementaci dy-
namického programovani casto vyuziva. Nepotfebujeme dokonce ani dvé
jednorozmérné pole, postaci ndm pouze jedno jednorozmérné pole U (a
k nému jesté pomocnd proménnd X), ve kterém budeme vzdy hodnoty
nové pocitaného i-tého fadku tabulky 7' prepisovat pfes hodnoty predcho-
ziho (i — 1)-tého fadku. V pomocné proménné X si pfitom budeme vzdy
udrzovat hodnotu T[i — 1,5 — 1], kterd uz sice byla v poli U na indexu
j — 1 pfepsana hodnotou T'[¢, j — 1], ale my ji jesté budeme pot¥ebovat pfi
vypoctu nésledujiciho prvku Tz, j].

Uvedenou pamétovou optimalizaci si ukédzeme ve formé upraveného pro-
gramu:
program Privozy2;

{optimalizace pamé&ti -
dvojrozmérnad tabulka T je nahrazena jednorozmérnym polem U}

const Max = 1000; {po¢et vybranjych mist na kazdé strané& kandlu}
var L: longint; {délka kanalul}

S: integer; {8ifka kanalu}

A, B: integer; {poéet vybranjch mist vlevo a vpravo}
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aa, bb: array[l..Max| of longint; {polohy vybranjch mist}
{sou&ty délek p¥ivozd = ¥adky tabulky T}

U: array[l..Max]| of real;

X, Y: real; A{pracovni pro zapliovani pole U}

i, j: integer;

function d(i, j: integer): real;
{po&ita vzdalenost i-tého mista vlevo od j-tého mista vpravo}
begin
d := sqrt(sqr(s) + sqr(aa[i]—-bb[j]))
end; {function d}

function min(K, L, M: real): real;
{minimum ze t¥i redlnjch <&isell
var Q: real;
begin
if K< L then Q := K else Q := L;
if M < Q then Q := M;
min = Q
end; {function min}

begin
readln (L, S, A, B);
for i:=1 to A do readln(aa[i]);
for j:=1 to B do readln(bb[j]
Ull]:=d(1,1);
for j:=2 to B do U[j]:=U[j—1] + d(1,j); {prvni fadek tabulky T}
for i:=2 to A do {i-ty ¥adek tabulky T pro i>=2}

begin

X := U[1]; A{zaznamenéme si T[i-1,1]1}

U[1l] := U[1] + d(i,1); A{prvek T[i,11}

for j:=2 to B do A{po&itame prvek T[i,jl}

begin

~

)

([i :) + min(U[j], U[j-1], X);

writeln (U[B]:8:2) {vysledkem je hodnota T[A,B]}
end.

Dosud jsme fesili zjednodusenou tlohu urcit pouze minimalni mozny
soucet délek vSech piivozil, které spojuji vSechna vybrand mista. Vrafme se
nyni k puvodnimu zadani tlohy, kde bylo tikolem vypsat konkrétni dvojice
mist spojenych pfivozem v tomto optimalnim feSeni. K tomu pouzijeme
druhou dvojrozmérnou tabulku V' velikosti A x B prvki, kterou budeme
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vypliiovat soubézné s tabulkou 7. Pro i > 2 a j > 2 se hodnota T7i, j]
po¢ita jako minimum ze t¥i pfipadt, které mohou nastat. Do prvku Vi, j]
si pfi tom uloZime informaci, ktery z téchto t¥i pfipadt nastal. Je Gplné
jedno, jak si tuto informaci zakédujeme — muzeme pouzit tfeba hodnoty 1,
2, 3 jako v naSem ukézkovém programu. Hodnoty V[i,j]proi=1aj=1
dodefinujme odpovidajicim zptsobem. Po zaplnéni obou tabulek dokazeme
z udaju ulozenych v tabulce V zpétné zrekonstruovat celé feseni, tzn. urcit
vedeni tras jednotlivych ptivozi. VypiSeme nejprve piivoz A — B spojujici
posledni vybrand mista po obou stranach kanalu a podle hodnoty V[A, B|
se pfesuneme do stavu V[A—1, B] nebo V[A, B—1] nebo V[A — 1, B — 1].
Tam postupujme obdobné, dokud nedojdeme az k pfivozu 1-1, ktery spo-
juje prvni vybrand mista po obou stranidch kanalu. Podrobnéji je tento
postup predveden v zavéreéné programové ukazce. Také tento zpétny pri-
chod fizeny druhym polem V' je naprosto ukazkovy postup, jaky se Casto
vyuziva pii feSeni tloh dynamickym programovanim.

Provedena tprava algoritmu nic nezménila na asymptotické ¢asové slo-
Zitosti vypoétu O(AB). Tabulka V m4 stejné jako pole T velikost A x B a
kazdy jeji prvek ur¢ime také v konstantnim case. PTi zpétné rekonstrukci
tras vSech budovanych pfivoz uréime podle tdaji v tabulce V' kazdou
jednu trasu privozu v konstantnim case a jejich pocet bude jisté mensi nez
A+ B, kdyZ se zadné dvé trasy nesméji kiizit. Pamétova sloZitost algoritmu
je O(AB), coz je dano velikosti tabulky V. Jeji velikost nelze jednoduse
zredukovat tak, jako jsme to provedli u predchoziho feseni s tabulkou 7'

Na zavér si predvedeme feSeni celé tlohy i s vypisem nalezenych tras
pfivozt. Pro vétsi ndzornost vezmeme za zéklad vysledného programu nase
puvodni feSeni s dvojrozmérnou tabulkou 7', tedy bez zminované pamétové
optimalizace. Vzhledem k pfidané druhé tabulce V bude stejné pamétova
slozitost programu kvadraticka.

program Privozy3; {feSeni Privozyl doplnéné o uréeni tras}

const Max = 1000; {poCet vybranjych mist na kazdé strané& kanadlu}
var L: longint; {délka kanalul}

S: integer; {8ifka kanalu}

A, B: integer; {po&et vybranjch mist vlevo a vpravo}

aa, bb: array[l..Max]| of longint; {polohy vybranjch mist}
T: array[1l..Max, 1..Max] of real; {soudty délek p¥ivozu}
V: array[l..Max, 1..Max] of byte; {ur&eni pozic p¥ivozt}
{hodnoty: 1 snizit 1. soufadnici,
2 snizit 2. sou¥adnici,
3 snizit obé& soufadnicel}
i, j: integer;
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function d(i, j: integer): real;
{po¢ita vzdalenost i-tého mista vlevo od j-tého mista vpravo}
begin
d:=sqrt (sqr(s) + sqr(aal[i]—bb[j]))
end; {function d}

function min(K, L, M: real; var Kde: byte): real;
{minimum ze t¥i redlnjch &isell
{vystupni parametr Kde ur&uje, kolikatyj parametr ji minimalni}
var Q: real;
begin
if K < L then begin Q:=K;Kde:=1 end else begin Q:=L;Kde:=2 end;
if M < Q then begin Q:=M; Kde:=3 end;
min := Q
end; {function min}

begin

readln (L, S, A, B);

for i:=1 to A do readln(aa[i]);
for j:=1 to B do readln(bb[j]);

T[1,1] := d(1,1);
for j:=2 to B do
begin
T[1,j] := T[1,j—-1] + d(1,j); V[1,j] = 2

end; {prvni f¥adek T}
for i:=2 to A do {i-ty ¥adek tabulky T pro i>=2}

begin

T[i,1l] := T[i—-1,1] + d(i,1); V[i,1]:=1;

for j:=2 to B do
{poc¢itame prvek T[i,jl, zarovedn urcime VI[i,jl}
T(i,j):=d(i,j) + min(T[i-1,j],T[i,j-1],T[i-1,j-1],V[i,j]);

end;

i = A; j := B;
writeln (i, 27, j);
while (i>1) or (j>1) do
begin
case V[i,j] of
1: dec(i);
2: dec(j);
3: begin dec(i); dec(j) end
end;
writeln (i, .7, j)
end;
end.
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