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Ve stéle zivé publikaci [1] rozebiraji autofi problematiku pojeti a naplné
vyucovani matematice jak z hlediska vyvoje védy, tak z hlediska tradic.
Pripominaji i typicky Skolské hledisko — vyucovat to, co se dd lehce nacvicit
a vyzkouset. Nez se této myslence nedtveéfivé usméjeme, nahlédnéme do
uc¢iva kombinatoriky.

Prvni uéivo a prvni vzorec nam ¥ika, ze pocet V' (k, n) k-Clennych variaci
z n prvka je

V(k,n)=n(n—-1)(n-2)...(n —k+1). (1)

V navazujicich tlohach se tvori vlajky z rtiznobarevnych pruhtl a sestavuji
se ¢isla z riiznych cislic. Na variace navazuji logicky permutace se vzorcem

P(n) =n! (2)

V ulohach pak prehazujeme poradi napf. zakt nebo cvicenct, a tvorime i
skupiny raznych ¢islic.

Pokracuje se ufivem a vzorcem pro pocet K (k,n) vSech k-Clennych
kombinaci z n prvki

K(k,n) = (Z) (3)

V tlohach pak z celku vytvarime skupiny, u nichz nezalezi na poradi prvki.

Nyni prichéazeji pfipady, kdy nékteré prvky mohou byt stejné, resp.
7ze se mohou ve skupinach opakovat. Nejprve opét variace s libovolngm
opakovdnim, tj. vytvareni usporadanych k-clennych skupin z n prvki, pti-
¢emz kazdy prvek se ve skupiné muze vyskytovat az k-krat (Ze nejvyse
k-krat, jak ¥ik4 udebnice, je samoziejmé, kdyz jde o k-¢lenné skupiny).
Pocet téchto variaci nam dava hezky vzorec

V'(k,n) = n*, (4)
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z néhoz pro k = n dostavame vzorec pro permutace s libovolnym opakova-
nim. V tlohdch se nezapomina na dilezity pfipad, kdy n = 2 (napf. nuly

a jednicky).
Pokracuje se permutacemi s omezenym opakovdanim, v nichz se jednot-
livé prvky mohou opakovat s riiznou zadanou Cetnosti k1, ks, ..., ky:

(k1 + ko4 -+ kp)!
kylko!. .. ky!

Oblibenymi tlohami jsou permutace pismen daného slova. Poslednim té-
matem jsou k-Clenné kombinace s libovolngm opakovdnim z n prvka, pri-
¢emz kazdy prvek se ve skupiné mize vyskytovat az k-krat. Jejich pocet
je

P'(ky,kay. .. ky) = (5)

K'(k,n) = (" +Z - 1). (6)

Téchto Sest vzorcii maji stfedoskolsti studenti nejen znat (dnes tedy ale-
spoti o nich v&dét), ale maji i poznat, ve kterém ptipadé maji ktery vzorec
pouzit. Pokryvaji tyto vzorce vSechny pripady, které jsou v kombinatorice
(a zejména v praxi) mozné?

Uloha 1

Katka ma 6 listkid s pismeny; na dvou je O, na dvou P a dale méa jednou
E a jednou L. Kolik rtznych ¢étyrhlaskovych slov mize ze svych pismen
slozit?

Reseni. Na tuto tlohu nelze pouzit zadny z uvedenych Sesti vzorct. Jde
ziejmé o variace 4. t¥idy (T = 4) ze Sesti prvkt (N = 6), protoze u slova
zalezi na poradi pismen, pfitom vSak rizné prvky maji riiznou moznost
opakovani. Jde tedy o pfipad, ktery lze oznacit jako variace s omezenym
opakovanim.

Pro nazornost zapiSme rfetézec:

OOPPEL

Zjistéme, kolik variaci dostaneme. Vidime, ze je né€kolik moznosti podle
toho, co dand c¢tvefice obsahuje. Pfedné to mohou byt ¢tvefice z pismen
O O P P, kterych je podle vzorce (5)

, 4!
P1:P(2,2):ﬁ:6.

Pak vezméme pfipad, kdy ve slové bude cela jedna dvojice (jsou dvé moz-
nosti — OO nebo PP) a k tomu dvojice zbyvajicich pismen po jednom,
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podle (1) je téchto dvojic 3 - 2 = 6. Téchto pfipadi je proto

41
Py=2-P'(21,1)-3-2=2- 5 -6="72

Zbyva pripad, Ze mame 4 riznd pismena, téchto moznosti je podle (2)
Py =P(4) = 4! = 24.
Celkovy pocet slov je
P=P +P+P;=6+72+24=102.

Vidime, Ze na citovaném vyroku z knihy [1] néco je: na pfipady, jako je
tento z nasi ilohy 1, nemame vzorecek a tak se jimi pfi vyuce matematiky
nezabyvame; pfitom okolnost, ze mame ruznych véci ruzny pocet, je v praxi
docela prirozena. Ukéazali jsme, Ze se témto pripadim vyhybat nemusime,
stacl provést roztfidéni rtiznych moznosti a v kazdé té tridé pouzit vhodny
z vysSe uvedenych vzorcu.

S urcenim poctu variaci s omezenym opakovanim i s jejich vypisem si
dobfe dovede poradit vypocetni technika, tedy vhodny pocitacovy pro-
gram. Ucitel matematiky, ktery znad zaklady programovani, si pro svou
potfebu mize takovy program sestavit. Je samoziejmé, ze algoritmus pro-
gramu nesleduje nutné nase lidské uvazovani, ale ze zasoby svych znalosti
zvolime takové prostredky, které jsou pro pocita¢ jednodussi a vhodnéjsi;
rekurze pouzita v nésledujicim programu VarOmOp — je vSak lidskému po-
stupu blizkd (permutace zde bereme jako zvlastni pfipad variaci, kdyz se
t¥ida variace shoduje s po¢tem vsech prvki). Jezto nds nezajima jen pocet
variaci, ale i samotné variace, zjisti nad§ program pocet variaci tak, ze je
prosté vSechny vytvoii a vypise ,,podle abecedy* stanovené zadanim. V na-
Sem pftipadé plati abeceda, v niz je pofadi pismen dané zadanim tlohy 2,
symbolicky O < P < E < L. Uvedme zacéatek hledaného vypisu:

OOPP, OOPE, OOPL, OOEP, OOEL, OOLP,
OOLE, OPOP, OPOE, OPOL, OPPO, ...

Vidime, ze kdyz pismena nejsou usporadana podle tradi¢ni abecedy, vy-

zaduje vypis podle dané docasné abeced od c¢loveka velkou pozornost.
N4&$ program nacte fetézec C' znakt (jehoz maximalni délka je 8), a

tvori tiidy o délce T'. Vytvoreni vSech variaci zafizuje procedura Vytvor
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(Vytvor) se dvéma fetézcovymi parametry A, B: do prvniho se postupné
skladaji vytvarené variace, ze druhého se postupné cerpaji potiebné znaky,
tj. na pocatku je Fetézec A prazdny a v B je cely nac¢teny fetézec C. V pru-
béhu prace, pokud je do A pridan i-ty znak z B, je pro dalsi krok rekurze
(pro pfipojeni dalsiho znaku) tento znak z fetézce B vypustén, protoze uz
byl pouzit. Kdyz ma fetézec A délku T, je dana variace vytvorena a tiskova
procedura ji vytiskne. Ta rovnéz zafidi, ze se béh programu po kazdych
tficeti variacich zastavi, aby si uzivatel mohl vytvorené variace prohléd-
nout (kazd4 variace je opatfena pofadovym ¢islem) a pro prehlednost je
na obrazovce vyuzito barevného odliSeni rtznych fazi prace.

program VarOmOp;
uses Crt;

const
MaxN = 8;
BNad = yellow+16%red;
BInf = lightgreen;
BVst = white;
BVys = yellow;
var
C: string;
K, T, N, Radek: Integer;

procedure Tiskni(Q: string);
var I: Integer;
begin

TextAttr := BVys;

Inc (Radek);

for I := 1 to T do Write(’ ’',Q[I]);
TextAttr := Blnf;

Write(’ ’, Radek);

if (Radek mod 30 = 0) then

begin

GotoXY (2,20);
Write (’Enter’ );
ReadLn
end;
GotoXY (143%(T+1)*((Radek mod 30) div 10),9+(Radek mod 10));
end; {Tisknil}

procedure Vytvor (A, B: string);
var

J: Integer;
begin

if Length(A) >= T then Tiskni(A)
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else
for J := 1 to Length(B) do
if Pos(B[J], B) = J then
Vytvor (A + B[J], Copy(B,1,J—-1)+Copy(B,J+1, N));
end; {Vytvor}

begin {program}
ClrScr;
WriteLn; TextAttr := BNad;
WriteLn (’Variace s omezenym opakovanim znaku retezce’);
WriteLn; TextAttr := Blnf;

WriteLn (’Kazdy znak zadej tolikrat , kolikrat se muze opakovat’);

WriteLn; TextAttr := BVst;
Write (> Vstupni retezec (nejvyse ’,MaxN,’) znaku:’);
ReadLn(C);

N := Length(C);

if N > MaxN then N := 2;
Write(’ Trida variace: 7);
ReadLn(T);

if T > N then T := 1;
WriteLn; TextAttr :=
Radek := 0;

GotoXY (1,9);
Vytvor(’’, C);

for K := 1 to T+2 do Write(’ *7);
GotoXY (2,20);

BVys;

TextAttr := BlInf;
WriteLn ( ’Konec. ’);
ReadLn

end. {progran}

Pokud pfi spusténi programu volime T rovno délce Fetézce, dostaneme
vypis vSech permutaci.

Nyni se zabyvejme kombinacemi s omezenym opakovanim.

Uloha 2

V cyklistické staji jsou 3 Francouzi, 2 Spanélé, 2 Holandané, 1 Belgi¢an
a 1 Cech. Kolika zptisoby, pokud jde jen o narodnosti, lze pro piisti zavod
sestavit pétic¢lenny tym?
Reseni.

Ma se tedy stanovit pocet kombinaci 5. t¥idy z péti riznych prvka
s omezenym opakovanim (tj. prvkd je sice 9, ale nékteré jsou navzijem
shodné). Stejné jako pii feseni tlohy 1 lze i zde ziskat FeSeni rozt¥idénim
na rizné moznosti. Ozna¢me narody F, S, H, B, C a déle X, Y, Z necht jsou
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navzajem ruzné narody. Pak mizeme postupné v jednotlivych pripadech
skladby tymu zjisfovat podet moznosti, napiiklad takto:

a) 3F + 2 X (X je S nebo H) 2 (FFFSS, FFFHH)
b) 3F + X +Y 6 (X, Y — dva narody ze ¢tyr)
c) 2X +2Y + Z 3x3=9

(tfemi zplisoby se vytvori dvojice, tfemi zptlisoby se tym doplni)
d)2X+Y+Z+4+U 3x4=12

(mohou byt t¥i rizné dvojice, a ze zbyvajicich ¢ty narodu se vzdy
jeden vynechd)

e) X+Y+Z+U+V 1 (z&vodnici riznych nérodir)

Celkem je 30 moznosti.

Program KomOm0Op pro vypocet poc¢tu kombinaci s omezenym opakova-
nim a vypis vSech takovych kombinaci se od pfedchoziho VarOmOp samo-
ziejmé odlisuje. Napfiklad misto dvanacti variaci OOPE, OOEP, OPOE,
OPEO, OEOP, OEPO, POOE, POEO, PEOO, EOOP, EOPO, EPOO
dostaneme jedinou permutaci. Je proto tieba, aby se jiz jednou vytvorena
a vytisténa permutace nedostala do vystupu znovu.

Zvolili jsme zde jiny postup, kdy tvorime N-tice nul a jednicek, v nichz
je pravé T jednicek (viz pole B), coz kontroluje procedura Pocet1. K jejich
vytvareni je pouzita rekurzivni procedura VytvorO1. Tiskova procedura
navic kontroluje, aby dand kombinace byla zapocitana a vytisténa jen jed-
nou. Uprava obrazovky je podobnéa jako u pfedchoziho programu s tim,
ze vysledky jsou ve dvou sloupcich po 15 (jezto jsme zvolili jsme vétsi
MaxN = 10).

program KomOmOp;
uses Crt;

const
MaxN = 10;
BNad = yellow+16%red;
BInf = lightgreen;
BVst = white;
BVys = yellow;
var
T, N, P, R, Radek: Integer;
C: string;

A: array[l..MaxN| of Integer;
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procedure Tiskni;
var Q: Integer;
begin
TextAttr := BVys;
Inc (Radek);
for Q := 1 to N do
if A[Q] = 1 then Write(’ *,C[Q]);

TextAttr := Blnf;
Write(> ’,Radek);

if Radek mod 30 = 0 then
begin

GotoXY (2,20);
Write (’Enter ’);
ReadLn
end;
GotoXY (1+43%(T+1)*((Radek mod 30) div 15),9+(Radek mod 15));
end;

procedure Rozhodni;
var
J, L: Integer;
Tisk: Boolean;
begin
Tisk := true;
J = 1;
repeat
if A[J] =1 then
begin
for L := 1 to J do
if (C[L] =C[J]) and (A[L] = 0) then
Tisk := false
end;
Inc(J)
until (J > N) or not Tisk;
if Tisk then Tiskni
end; {Rozhodni}

procedure Pracuj(K, P: Integer);
var I, S: Integer;

begin
if K <= N then
begin
if P <= T then
begin
A[K] = 1;
Pracuj (K+1,P+1)
end;
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A[K] := 0;
Pracuj (K+1,P)
end
else
if P =T then Rozhodni
end; {Pracujl}

begin {program}
ClrScr; WriteLn;
TextAttr := BNad;
WriteLn (’ Kombinace s opakovanim znaku retezce ’);
WriteLn; TextAttr := Blnf;
WriteLn (’ Kazdy znak zadej tolikrat ,

kolikrat se muze opakovat.’);

WriteLn; TextAttr := BVst;
Write(’ Vstupni retezec ’);
TextAttr := Blnf;
Write(’(nejvyse ’,MaxN,’ znaku): ’);
TextAttr := BVst;
ReadLn(C);
N := Length(C);
if N > MaxN then N :=2;
Write(’ Trida kombinace: ’);
ReadLn(T);
if not (T in [1..N]) then T := 1;
WriteLn; TextAttr := BVys;
Radek := 0;
GotoXY (1,91);
Pracuj(1,0);
for R := 1 to 2+T45 do Write(’*’);
GotoXY (2,20);

TextAttr := Blnf;
WriteLn ( ’Konec. ’);
ReadLn

end. {program}

Mize se zdat, ze zbyva jesté jeden nefeseny pripad, a to, ze nékterych
prvki mame libovolny pocet a jinych jen omezeny pocet. Ten vSak lehce
prevedeme na predchozi, staci, kdyz prvky, kterych mame libovolna po-
¢et, zapiSeme do Fetézce v poctu T'. Pokud ucitel matematiky pii probirani
kombinatoriky p¥ijme do vyuky (asponl jako zajimavost) i pfipady omeze-
ného opakovani, mize zde uvedené programy pouzit ke kontrole vysledkii.
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