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Diikazy jedné trigonometrické
identity

SEFKET ARSLANAGIC
Univerzita Sarajevo, BOSNA A HERCEGOVINA

V tomto pfispévku se sezndmime se tfemi snadnymi diikazy jedné znamé
trigonometrické identity, které se mj. hojné vyuziva napt. pti feseni soustav
rovnic a nerovnic uzitim goniometrickych substituci. Jedna se o nésledujici
rovnost:

V libovolném trojuhelniku ABC plati (pfi obvyklém oznaceni velikosti
jeho vnitfnich thla)

cos? o + cos? 8 4 cos® 7y 4+ 2 cosarcos fcosy = 1. (1)

Prvni dva nize uvedené dukazy této identity jsou ryze elementarni, tieti
se opira o zaklady linearni algebry.
Diikaz 1. Protoze a + 8+ v = 180°, je
cos (a+ ) = cos (180° — ) = — cos .

Uzitim zndmého vzorce pro kosinus souctu dvou argumentt plyne z po-
sledni rovnosti po snadné tpravé

cosa.cos 3 + cosy = sinassin 3.

Umocnénim obou stran posledni rovnosti na druhou a néaslednymi tpra-
vami pak dostaneme

2 2

cos? accos? B + 2 cos a cos 3 cos 7y + cos® y = sin

= (1 —cos?a)(1 —cos®B) =1 — cos? a — cos® B + cos? o cos? 3.

asin® 8 =
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Odtud po snadné upravé bezprostfedné obdrzime
cos? a4 cos? 8 + cos? v + 2cos acos fcosy = 1.

Tim je diikaz identity (1) proveden.

Dikaz 2. Necht «, 3, v znaéi velikosti vnitinich hlé v trojthelniku
ABC'. Ukazeme, Ze cos « je redlnym kofenem kvadratické rovnice

t? + (2cos 3 cosy) t + (cos? B+ cos’y —1) =0 (2)

0 nezndmé t a redlnych parametrech cos 3, cos~y. Pfedné si uvédomme, ze
diskriminant D kvadratické rovnice (2) méa hodnotu

D = 4cos® B cos® y — 4 (cos® B+ cos®y — 1) =
=4(1—cos? B)(1 — cos?y) = 4sin? B sin® v > 0,
tedy rovnice (2) ma dva navzajem rtzné redlné kofeny. UkdZeme, Ze jeden

z kofenu této rovnice opravdu je cos . Uzitim zndmé formule pro nalezeni
kotentl kvadratické rovnice obdrzime po snadnych tpravach

t1,2 = —cos 3 cosy +£ sin Ssin~y.
Pro
t =11 = —cos S cosy+ sinfsiny

(s pouzitim znaménka ,+*) pak plati
t1 = —cos(fB + ) = — cos(180° — a) = cosa.

Dosazenim za t = cosa v (2) dostaneme po snadné tipravé bezprostiedné
identitu (1), a dikaz je tak uzavien.

Pozndmka. Rovnice (2) mé také druhy redlny kofen to = —cos(8 — ),
ktery jsme v8ak k dikazu rovnosti (1) nevyuzili.

Diikaz 3. Pro délky stran a, b, ¢ a kosiny odpovidajicich vnitfnich Ghla
v libovolném trojuhelniku ABC plati trojice vztaha

a = bcosy + ccos 3,

ccosa + acosvy,

c = acosf+ bcosa.
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Ovéreni platnosti uvedené trojice rovnosti, které je snadné, prenechavame
¢tenafim. Je zde nutno rozlisit pfipad ostrothlého, pravoihlého a tupo-
thlého trojuhelniku ABC' — tj. vyuzit tzv. dplné indukce.

Délky stran a, b, ¢ jsou tudiz (v tomto pofadi) nenulovymi slozkami
feSeni (z,y, z) homogenni soustavy t¥{ linedrnich rovnic o tfech neznamych
x, Yy, z ve tvaru

xr —ycosy—ycosfB = 0,
—xcosy+y—zcosa = 0,

—xcosf—ycosa+z =0

Tato homogenni soustava rovnic ma vsak netrividlni feSeni (jehoz slozky
nejsou vSechny soucasné rovny 0), pravé kdyz jeji determinant je roven 0.
Plati tudiz
1 —cosy —cosf3
—cosy 1 —cosa|=0 (3)

—cosf3 —cosa 1

Vypoctem determinantu na levé strané vztahu (3), napf. pomoci Sarrusova
pravidla, obdrzime pfimo kyZenou identitu, a jeji tfeti dikaz je tak ukon-
cen.

Kromé uvedenych ti{ snadnych dikazt identity (1) existuje i fada dal-
gich, které vsak nejsou tak pfimocaré a matematicky elegantni, jako tii
vyse uvedené diikazy této identity.

(Z némeckého originalu zaslaného redakci ¢asopisu Matematika—fyzika—
informatika ptelozil Jaroslav Svréek.)
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