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Kruhova inverze je zobrazeni v roviné, pomoci néhoz lze fesit predevsim
nékteré Apolloniovy tlohy, které nejsou fesitelné prostiedky stredoskolské
matematiky, jimiz jsou shodné zobrazeni, stejnolehlost a mocnost bodu ke
kruznici. Nejprve uvedeme definici kruhové inverze a nékteré jeji dilezité
vlastnosti, poté uzitim kruhové inverze vytesSime dvé Apolloniovy tlohy.
V prvni tloze, Tesitelné mj. i pomoci mocnosti bodu ke kruznici, vysvétlime
hlavni myslenku a vyhodu kruhové inverze pfi feseni takovych tloh. Druhd
uloha neni stfedoskolskymi prostfedky fesitelna, kruhova inverze je vsSak
jednou z metod, pomoci niz lze tlohu vyresit.

Déle pfedpoklddejme, Ze v roviné je dana kruznice k se stifedem O a
polomérem 7.

Definice

Kruhovou inverzi v roviné nazyvame zobrazeni roviny do téze roviny,
které kazdému bodu M (M # O) ptifadi bod M’ spliiujici nasledujici
podminky

a) M’ lezi na polopfimece OM,

b) |OM|-|OM'| = r2.
Kruznici k(O;r) nazyvame 7idict, resp. zdkladni, kruznici kruhové inverze.
Bod O nazyvame stred kruhové inverze.

Poznamka. Snadno vidime, ze body M a M’ jsou navzdjem inverzni, tj.
obrazem bodu M’ je opét bod M. Body, které lezi na ¥idici kruznici k(O;r)
kruhové inverze jsou tzv. samodruzné body inverze, (tj. zobrazuji se na
sebe).

Vzhledem k vysSe uvedené definici kruhové inverze k bodu O neexistuje
jeho obraz. V dtisledku toho neni kruhova inverze vzajemné jednoznacné
zobrazeni roviny na sebe. Abychom tento nedostatek odstranili, doplnime
rovinu o tzv. nevlastni bod, ktery oznac¢ime co a budeme jej povazovat za
obraz bodu O. Naopak obrazem nevlastniho bodu oo je bod O. Rovina
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doplnénd o nevlastni bod co se nazyva Mdbiova. V takovém pripadé je
kruhova inverze bijektivni zobrazeni Modbiovy roviny na sebe.

7 uvedené definice plyne, jak lze zkonstruovat v dané kruhové inverzi
obraz M’ bodu M (kromé stfedu O a nevlastniho bodu o). K tomu po-
uzijeme Eukleidovu vétu o odvésné, tj. v pravouhlém trojuhelniku ON M
s pfeponou OM plati ON|2 = |OM]|-|OM’|. Pokud bod M lezi vné fidici
kruZnice (podobné jako na obr. 1), pak timto bodem vedeme te¢nu k Fidici
kruznici a bod M’ lezi na priise¢iku kolmice vedené z bodu dotyku N ke
spojnici OM. Plati tedy |ON| = r, a bod M’ splituje podle Eukleidovy

/////

uvedenou konstrukci provadime obréacené, tj. z bodu M vedeme kolmici ke
spojnici OM, v priseciku N kolmice s Fidici kruznici sestrojime jeji tecnu
a obrazem M’ je priisecik teény a spojnice OM (obr. 1). Z této konstrukce
je patrné, ze body lezici vné fidici kruznice se zobrazi jako jeji vnitini body
a naopak.

Oveéfeni podminky b) lze provést rovnéz vyuzitim podobnosti trojihel-
nikt ONM a OM'N.

Obr. 1

Vsimnéme si, ze ithel NM'M je pravy. Pak body M a M’ lezi na kruz-
nici k¥’ sestrojené nad primérem M N a kruznice k' protina ortogondiné
fidici kruznici k, tzn. Ze teCny sestrojené v jejich spoleéném bodé jsou
navzajem kolmé.
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Navic, jakakoliv kruznice, ktera je ortogonalni k ridici kruznici k, pro-
chézejici jednim z bodit M nebo inverznim M’ musi prochézet také druhym
bodem. Skuteéns, pokud vyjdeme z obr. 1, v némz kruznice k' protind or-
togonédlné k Fidici kruznici k kruhové inverze, pak podminka b) vyjadiuje
zévislost mezi te¢nou ON kruznice &’ a isetkami OM a OM', kde OM je
prumeér Thaletovy kruznice. V dusledku toho plati:

Véta 1

Je-li bod M razny od stfedu kruhové inverze O a nelezi-li na fidici
kruznici k, potom existuje jediny bod M’ s vlastnosti, Zze pro vSechny
kruznice prochazejici bodem M, které jsou ortogonalni k fidici kruznici k,
je bod M’ také bodem této kruznice.

Kruhova inverze méa déale nasledujici vyznamné vlastnosti, které zde
(stejné jako vétu 1) dokazovat nebudeme. Dukazy téchto tvrzeni je mozno
nalézt napft. v [1].
1) Pi¥imka prochézejici stfedem O kruhové inverze se zobrazi na sebe.
2) Pfimky neprochdzejici stfedem kruhové inverze O se zobrazi jako
kruznice prochézejici stfedem O.

3) Kruznice prochazejici stfedem O se zobrazi jako pfimka, kterd ne-
prochézi stiedem O.

4) Kruznice neprochézejici stfedem O se zobrazi jako kruZnice, ktera
neprochazi stfedem O.

5) Kruhové inverze zachovava thly mezi k¥ivkami (thly mezi teénami
v jejich prusedicich).

6) Kruznice, kterd protind fidici kruZnici ortogonalné, se zobrazi sama

na sebe.

V dalsi ¢asti budou prezentovany uvedené vlastnosti kruhové inverze
pri feSeni dvou Apolloniovych tloh.

Priklad 1
V roviné je ddna kruznice m(S;r) a body A, B, které na ni nelezi.
Sestrojte kruznici [/, kterd prochéazi body A, B a dotyka se kruznice m.

Reseni. K tomu, aby tloha byla FeSitelnd, je potieba, aby oba body A,
B lezely uvniti nebo oba vné kruznice m. Bod A zvolime za stied Fidici
kruznice k, kterou sestrojime tak, aby danou kruznici m s ohledem na vyse
uvedené poznatky protinala ortogonalné. V tomto pfipadé€ je kruznice m
slabé samodruzné, tj. jednd se o bijektivni zobrazeni, které ale neni iden-
tické, tedy plati m = m’. Nemusime tedy konstruovat jeji obraz (pro body
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lezici uvnitt kruznice m zvolime Fidici kruznici k libovolné). Bod B zob-
razime v kruhové inverzi na bod B’. Hledanou kruznici v kruhové inverzi
konstruujeme jako p¥imku prochéizejici bodem B’, dotykajici se pfitom
kruznice m. Nyni chceme sestrojit te¢nu z bodu B’ ke kruznice m. Jinymi
slovy: pomoci kruhové inverze jsme konstrukci kruznice, kterd prochéazi
dvéma danymi body a dotyka se dané kruznice, prevedli konstrukci te¢ny
ke kruznici prochézejici jistym bodem. V kruhové inverzi se tato tecna,
kterd neprochazi stfedem kruhové inverze, zobrazi jako kruznice, ktera
prochézi stfedem kruhové inverze A, dale prochéazi bodem B a dotyka se
kruznice m.

Obr. 2

Zaver. V pripadé, ze oba dané body lezi soucasné uvnitf nebo soucasné
vné dané kruznice, m4 tloha 2 feseni. Z bodu B’ lze totiz vést 2 teény 1]
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a 1}, ke kruznici m (viz obr. 2). Nalezené kruznice l; a ls spliiuji podminky
alohy.
Priklad 2

V roviné je ddna kruznice m(S;r), pfimka p a bod A, ktery nelezi na
kruznici m a ani na pfimce p. Sestrojte kruznici [, ktera se dotyka kruznice
m, ptfimky p a prochazi bodem A.

Reseni. Bod A podobné jako v piikladu 1 zvolime za stied fidici kruz-
nice k, kterou sestrojime tak, aby danou kruznici m protinala ortogo-
nalné. V takto zadané kruhové inverzi kruznice m zlstava samodruzna,
tedy m = m/’. ProtoZze pfimka p neprochézi stfedem kruhové inverze, zob-
razi se na kruZnici p’, kterd prochézi stfedem kruhové inverze. Obrazem
hledané kruznice [ v kruhové inverzi je tedy pfimka, ktera se dotyka obou
kruznic m a p’. Nyni sestrojime pouze spole¢nou teénu kruznic m a p’.

Zaveér. V tomto pripadé, kdy pfimka a kuznice nemaji spole¢ny zadny bod,
m4 tloha 4 Feseni. Existuji totiz 4 spoleéné tecny I}, I}, l5 a I) kruznic m
a p’ (viz obr. 3). Obrazy téchto teen v dané kruhové inverzi jsou Ctyfi
kruznice 1y, ls, I3 a l4, které spliiuji podminky ulohy. V pfipadé, ze by
bod A leZel uvnitt kruznice m a pfimka p by s danou kruZnici m neméla
zadny spolecny bod, tak dand tloha nema zadné reseni.
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Kazdy dobry ucitel matematiky se stéle snazi hledat vhodné prilezi-
tosti, které mohou ukédzat matematickou teorii v ponékud netradicnich,
ale pritom navenek atraktivnéjsich situacich. Navic je jisté acelné, kdyz
se jedna o uziti matematickych poznatk v problematice, kterd je poné-
kud vzdalena od tradi¢nich oblasti aplikaci matematiky. Jednomu méné
znamému matematickému poznatku je vénovany tento nas prispévek.

Uvazujme libovolnou mnozinu ¢iselnych dat, kterd vyjadiuji hodnotu
jisté pfirozené vymezené veli¢iny z redlného svéta. Pritom nezalezi na
tom, zda se jednd o data geografickd, ekonomickd (ceny zbozi, fakturo-
vané &astky, platby pojisténi), tabulky fyzikalnich veli¢in, hodnoty nékte-
rych funkénich zavislosti mezi veli¢inami na jistém diskrétnim definiénim
oboru a podobné. Jednim z dilezitjch predpokladi je, aby byl rozsah
souboru alespon v fadu stovek nebo jesté lépe tisici. Urcuje se potom
Cetnost vyskytu jednotlivych ¢islic na prvnim platném misté. V nasem
ptipadé tedy prvni éislice rtizné od nuly v zdpisu ¢iselného tidaje v desit-
kové soustavé. Pro jednoduchost budeme v dalsim textu pouzivat pouze
pojmenovéani ,prvni ¢islice®. Zd4 se ziejmé, ze by pravdépodobnost P(d)
vyskytu ¢islice d = 1,2,...,9 jako prvni ¢islice méla podléhat rovnomeér-
nému rozlozeni, tedy konkrétné P(d) = § = 0,11... Ve skute¢nosti se
v souborech prirozenych dat nejéastéji objevuje jako prvni ¢islice jednicka
a Cetnost vyskytu dalsich ¢islic postupné klesad v pofadi od 2 az k 9. Jak
se mizeme v mnoha ¢asopiseckych pramenech presvédcit, je z uvadénych
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