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O ¢em pojednava Benforduv
zakon
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Kazdy dobry ucitel matematiky se stéle snazi hledat vhodné prilezi-
tosti, které mohou ukédzat matematickou teorii v ponékud netradicnich,
ale pritom navenek atraktivnéjsich situacich. Navic je jisté acelné, kdyz
se jedna o uziti matematickych poznatk v problematice, kterd je poné-
kud vzdalena od tradi¢nich oblasti aplikaci matematiky. Jednomu méné
znamému matematickému poznatku je vénovany tento nas prispévek.

Uvazujme libovolnou mnozinu ¢iselnych dat, kterd vyjadiuji hodnotu
jisté pfirozené vymezené veli¢iny z redlného svéta. Pritom nezalezi na
tom, zda se jednd o data geografickd, ekonomickd (ceny zbozi, fakturo-
vané &astky, platby pojisténi), tabulky fyzikalnich veli¢in, hodnoty nékte-
rych funkénich zavislosti mezi veli¢inami na jistém diskrétnim definiénim
oboru a podobné. Jednim z dilezitjch predpokladi je, aby byl rozsah
souboru alespon v fadu stovek nebo jesté lépe tisici. Urcuje se potom
Cetnost vyskytu jednotlivych ¢islic na prvnim platném misté. V nasem
ptipadé tedy prvni éislice rtizné od nuly v zdpisu ¢iselného tidaje v desit-
kové soustavé. Pro jednoduchost budeme v dalsim textu pouzivat pouze
pojmenovéani ,prvni ¢islice®. Zd4 se ziejmé, ze by pravdépodobnost P(d)
vyskytu ¢islice d = 1,2,...,9 jako prvni ¢islice méla podléhat rovnomeér-
nému rozlozeni, tedy konkrétné P(d) = § = 0,11... Ve skute¢nosti se
v souborech prirozenych dat nejéastéji objevuje jako prvni ¢islice jednicka
a Cetnost vyskytu dalsich ¢islic postupné klesad v pofadi od 2 az k 9. Jak
se mizeme v mnoha ¢asopiseckych pramenech presvédcit, je z uvadénych
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hodnot zfejmé, Ze v téchto souborech zhruba 30 % ¢isel zacdind jednickou
a ¢im vyssi je prvni cislice, tim je mensi pravdépodobnost, Ze se objevuje
na zacatku zapisu Cisel.

Uvod k problematice zakona prvni &islice

Provedme nejprve jednoduchy experiment se ¢leny posloupnosti a,, =
= n+/n, b, = n|sinn| a éleny t¥i rekurentné zadanych posloupnosti. Jde
o Fibonacciovu posloupnost danou pfedpisem F, 2 = F,11 + F),, kde
Fy = F» = 1, Lucasovu posloupnost Lo = Lyy1 + Ly, kde L1 = 1,
Ly = 3 a Pellovu posloupnost P49 = 2P,11 + P, kde P, =1, P, = 2.
Funkéni vyjadfeni ¢lenit téchto posloupnosti (v zdvislosti na n) 1ze najit
napriklad fesenim jejich rekurentnich predpisi jako linearnich diferen¢nich
rovnic 2. fadu s danymi poc¢atecnimi ¢leny. Pro Fibonacciovu posloupnost
pak plati tzv. Binetliv vzorec

n n
F, = u7
a—p

Podobné lze odvodit, ze pro Lucasovu posloupnost plati L, = o™ + " a
pro Pellovu posloupnost

kde o

_1+Vs L 1-V5
=2, p=

n n

Pn:%, kde y =1++2, 6 =1—-V2.

Pouzitim programu Matlab jsme urcili hodnoty dostateéného poctu
¢lent zminénych posloupnosti. V tab. 1 jsou pak uvedeny procentuilné
vyjadiené relativni ¢etnosti vyskytu jednotlivych ¢islic, jako prvnich éislic
¢lenu téchto posloupnosti. Pocet testovanych ¢lenti zkoumanych posloup-
nosti byl ovlivnén moznostmi zobrazeni ¢isel v pouzitém softwaru.

Tabulka 1 Relativni ¢etnost prvnich ¢islic u uvedeného poctu ¢lent vybranych
posloupnosti

Prvai | ) 9 | 3 | 4 | 5 | 6| 7| 8 |9 |Pocet
Cislice ¢lenu

an 16,13 13,53 12,08 | 11,10 | 10,38 9,81 | 9,36 | 8,97 | 8,65 | 10°
by 20,24 [ 16,52 | 13,87 | 12,01 | 10,39 | 8,94 | 7,58 | 6,15 | 4,29 | 106
F, 30,27 [ 17,71 12,63 | 9,20 | 8,20 | 6,43 | 5,56 | 5,56 | 4,44 | 1476
L, [3044|17,15]12,85| 9,89 | 7,80 | 6,35 | 6,19 4,90 | 4,42 | 1474
P, 30,45 [ 18,25 | 11,81 9,24 | 8,29 | 6,22 6,19 | 4,68 | 4,87 | 806
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Jednoduchym porovnanim uvedenych cetnosti je vidét, ze vyskyt prv-
nich ¢islic klesd od 1 k 9. Navic je zfejmé, ze vétsi shodu pozorujeme
u Clent rekurentné zadanych posloupnosti, kde relativni ¢etnosti pro jed-
notlivé cislice vykazuji pouze velmi malé odchylky. Je proto mozné, ze svoji
roli v téchto pfipadech hraje typ funkéniho vyjadfeni ¢lenti posloupnosti,
konkrétné zavislost exponencialni. Z tohoto hlediska budeme k celému pro-
blému pristupovat v dalsim textu.

Historické poznamky

Pozorovanou zékonitost poprvé zvetrejnil v roce 1881 kanadsky mate-
matik a astronom S. Newcombe [6] v ¢asopise The American Journal of
Mathematics. Jeho tvrzeni vychéazelo z pozorovani, ze v logaritmickych
tabulkach v technické knihovné jsou evidentné nejvice ohmatané stranky
s Cisly zacinajicimi jednickou. Jeho pouze dvoustrankovy text si vSak nezis-
kal zZddnou pozornost a upadl v zapomnéni. Autor neuvedl Zddnou analyzu
konkrétnich soubort dat, zato se pokusil o urc¢ité matematické zdtivodnéni
tohoto vysledku. Jesté nékolik desetileti tak jeho tvrzeni nebyla vénovana
pozornost. A% v roce 1938 tento z urcitého hlediska pfirodni jev znovu
objevil fyzik F. Benford [1]. Ten se vSak celym problémem zajimal mno-
hem systematic¢téji. Prozkoumal pres 20 000 ¢iselnych tdajt ve 20 riznych
souborech dat, jako byly napiiklad délky 335 fek, mérné tepelné kapacity
1 389 chemickych sloucenin, statistiky v americké baseballové lize, cisla
uvedend v élancich na titulnich strankich novin apod. Rada autort kri-
ticky nahlizela na Benfordiv vybér zkoumanych soubori dat s poukazem
na ucelovost tohoto vybéru s ohledem na ocekévany vysledek. Pres veskeré
vyhrady se vSak ukézalo, ze platnost zadkona prvni ¢islice je velmi cCasty
jev, a i proto se v soucasnosti pouziva pro tuto zdkonitost pojmenovani
Benforduv zdkon.

Je zajimavé, ze zfejmé prvni vyznamnéjsi zminkou o tomto zakoné v ces-
tiné je kratky clanek Pavla Kantorka z roku 1998 v Gasopise Vesmir [5].
P. Kantorek, znamy c¢esky karikaturista, vystudoval fyziku na Masarykové
univerzité, v roce 1968 odesel do Kanady a v soucCasné dobé je profeso-
rem fyziky na Univerzité v Torontu. V ¢lanku konstatuje: Nejde o Zadny
matematicky trik, ale o skutecny prirodni zdkon, jimz se Tidi soubory ja-
kychkoliv prirozenych dat, bez ohledu na jejich podstatu nebo fyzikdlni jed-
notky. Jedinou podminkou je, Ze data musi byt v minimdlnim rozsahu tri
logaritmickych intervali.

Predevsim v poslednich dvaceti letech se v zahrani¢nich casopisech ob-
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jevilo mnoho pfispévku rizné odborné kvality, které se vénuji tomuto first
digit phenomenon“. V soucasnosti webové stranky Benford Online Bibli-
ography [2] obsahuji vice nez 600 odkazl na tyto pfispévky. I kdyZ autoii
tohoto ¢lanku nemohli projit vSechny tyto odkazy, je zfejmé, ze okolo Ben-
fordova zakona je stdle mnoho nedoresenych otazek, jak z hlediska cisté
matematického, tak predevsim z hlediska moznosti jeho praktického vyu-
ziti v riznych védnich oborech a oblastech lidské ¢innosti.

Matematické zduvodnéni a konkretizace zakona

Obratme nyni pozornost k matematické strance zdkona. Je naprosto
zfejmé, ze zakon platit nebude v ptipadé soubort dat, kde jednotliva cisla
jsou vytvafena nahodnym vybérem ¢islic na jednotlivych pozicich, pricemz
tyto Cislice jsou vybirany se stejnou pravdépodobnosti, coz predstavuje
rovnomeérné rozlozeni pravdépodobnosti. Takovéto soubory dat nas proto
zajimat nemohou.

Pro soubory dat vyjadiujicich hodnotu jisté pfirozené vymezené veli¢iny
z realného svéta lze najit v literatufe celou fadu riznych dikazi, zdivod-
néni ¢ odvozeni zdkona prvni éislice. Z pochopitelnych davodu vétsina
z nich je zalozena na metodéach statistickych a poznatcich teorie pravdé-
podobnosti. Zajemctim mizeme doporucit naptiklad ¢lanky T. P. Hilla [4],
R. A. Raimiho [9], D. Cohena [3] nebo R. S. Pinkhama [7]. Pro nase po-
tfeby vSak postaci nasledujici odvozeni, jehoz zédkladni ideu jsme pievzali
z ¢lanku K. A. Rosse [10], otisténého v Gasopise The American Mathema-
tical Monthly.

Uvazujme posloupnost danou funkénim pfedpisem a,, = Aa™. Jako jed-
noduchy model pro tuto posloupnost miizeme pouzit penézni hodnotu ma-
jetku firmy nebo néjaké vyrobni ¢ finan¢ni spole¢nosti, kde celociselnéd
proménnd n vyjadiuje ¢as v urcitych jednotkach, napiiklad v letech. Cislo
A udava penézni hodnotu ve vychozim roce, kdy n = 0. Dany ptedpis
predpokladé, ze hodnota se méni exponencialné, pficemz pro a > 1 roste
v Case a naopak pfi 0 < a < 1 klesid. Dale budeme pro zjednoduseni
predpokladat, ze hodnota s casem roste. Protoze vynésobenim hodnot a.,
mocninou ¢isla 10 se prvni ¢islice neméni, miZzeme také predpokladat, zZe
pocateéni majetek 1 < A < 10 a zdklad exponencidlni funkce vyhovuje
podmince 1 < a < 10. Na obr. 1 je zobrazeny pribéh rostouci exponenci-
alni funkce f(t) = Aa' mezi funkénimi hodnotami 10¥ a 10**1. Z ného je
jasné vidét, ze Cas, ktery odpovidéd tomu, kdy prvni ¢islici funkéni hodnoty
je 1, urcuje interval (c1, c2), prvni ¢islici je 2 uréuje interval (cq, c3), atd.
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Proto 1 je prvni ¢islici déle, nez kdyz prvni c¢islici je 2 nebo kterdkoliv
z ostatnich ¢islic 3,...,9.
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Obr. 1 Graf ristu majetku firmy

Nyni mtzeme dokoncit tvahu vedouci k funkénimu vyjadreni zakona
prvni ¢islice. Uvazujme libovolnou nenulovou ¢islici d, pak doba jejitho
umisténi jakozto prvni €islice hodnot f(t) odpovida intervalu {(cg, cq41).
Chceme uréit délku tohoto intervalu v zavislosti na hodnoté d. Podle obr. 1
plati zfejmé

f(ca) = Ao =d-10F,
f(car1) = Aac+t = (d +1) - 10*

a po zlogaritmovani

log A+ cgloga = logd + k,
log A+ cqy1loga = log(d+ 1) + k.

Odectenim poslednich rovnosti a jejich jednoduchou tpravou dostavame
log(d 4+ 1) —logd = (cq41 — ca) log
neboli

1
Cd1 — Cd = Toga (log(d+1) —logd),

Matematika — fyzika — informatika 25 2016 93



kde 1/log o je konstanta nezavisla na k. Cas, kdy kiivka roste od hodnoty
10¥ do 10**1, je presné

1
—c1 = — (log10 —logl) = .
c10 — €1 loga(og 0 —log1) Tog o

Jinymi slovy, v tomto ,,jednotkovém* ¢asovém rozpéti, je pomérny casovy
tsek, kdy prvni ¢islice hodnot f(t) je pravé d, roven

1 1
=1 1+ —=.
Og(ﬂl)

Je zrejmé, ze tato tivaha plati pro libovolnou celoc¢iselnou hodnotu k.

Jestlize se vratime k modelové situaci s majetkem firmy, a tedy k dis-
krétnim hodnotam f(n) = Aa™ pro nezdporna cela ¢isla n, jsou prislusné
body [n, f(n)] rozmisténé podél kiivky na obr. 1. Lze tedy ocekavat, ze
relativni ¢etnost vyskytu téchto bodi v intervalu (cq, cg4+1) bude také ur-
¢ena hodnotou log %, kterd predstavuje pravdépodobnost P(d), s niz se
Cislice d objevuje jako prvni ¢islice hodnot f(n).

Ziskali jsme tedy funkéni vyjadfeni zakona prvni ¢islice neboli Benfor-
dova zakona v bézné pouzivaném tvaru. Prislusné pravdépodobnosti pro
jednotlivé ¢islice jsou v tab. 2. Nahodné veli¢iny, jejichz rozdéleni odpovida
uvedenym hodnotam, se nékdy oznacuji jako veliciny podléhajici Benfor-
dovu rozdéleni.

P(d) =log(d+ 1) — logd = log d

Tabulka 2 Pravdépodobnosti podle Benfordova zdkona
d 1 2 3 4 5 6 7 8 9
logd%‘l1 0,3010|0,1761 | 0,1249 | 0,0969 | 0,0792 | 0,0670 | 0,0580 | 0,0512 | 0,0458

Ovéreni platnosti zakona na vybranych souborech

V zahranicni literatufe lze najit ov€rovani zakona prvni ¢islice na mnoha
datovych souborech pfirodniho (pfirozeného) charakteru. Pfedchozi odvo-
zeni ukazuje, ze zakon jisté plati, jestlize se jedna o hodnoty ndhodné veli-
¢iny, které se méni podle jistého exponencialniho riistu nebo klesani. Rada
autorii se pokousela stanovit presnéjsi charakteristiku ciselnjch soubori,
pro které zakon bude platit.
bory, mtuzeme je formulovat v téchto ¢tyfech bodech:

1. Ciselna data musi byt ddna ve stejnych mérnych jednotkach (pocet
obyvatel, délkova ¢i plosnd mira, penéZni ména apod.).
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2. Dat musi byt dostatecné mnozstvi, vétSinou se pozaduje fadove tisice
dat, jako minimalni se uvadi 500 hodnot.

3. Ciselné hodnoty by mély byt v rozpéti alesponi tif (logaritmickych)
rada.

4. Ciselné hodnoty by nemély byt v piislusném rozpéti zdola ani shora
nijak omezeny.

7Z tady ruznych problému souvisejicich s Benfordovym zakonem, kte-
rymi se odbornici na tuto oblast zabyvaji, pfipomenme alespon tuvahy
smeétrujici k dikazim nezavislosti Benfordova zakona na jednotkach, ve
kterych jsou hodnoty prislusné veli¢iny urceny nebo nezévislosti na za-
kladu ciselné soustavy, v niz jsou data zkoumanych souborti vyjadiena.

V Ceské literature se objevilo jen nékolik seriéznich pokusi ovérovat
nebo pfimo aplikovat v praxi Benfordiiv zédkon [8], Rozhodli jsme se proto
vyzkousSet platnost zakona na dvou datové odlisnych souborech, které jsou
vefejné pristupné na internetu. V mnoha zahrani¢nich odkazech je cito-
vano ovéfovani zdkona na urcitych demografickych souborech, které se
¢asto konkrétné tykaji po¢tu obyvatel obci, mést nebo statt. Vyuzili jsme
proto toho, Ze v roce 2011 probéhlo v Ceské republice séitani lidu a analy-
zovali jsme soubor tvoreny pocty obyvatel vSech 602 mést v nasi republice
[11]. Pro soucasny ¢lanek jsme aktualizovali toto Setfeni a pouzili jsme
datovy soubor poétu obyvatel viech 6253 obci v CR ke dni 31. 12. 2013.
Zdrojem byl material CSU a tizemné analytické podklady [13]. Vysledky
jsou uvedeny v tab. 3, prislusné relativni cetnosti vykazuji jesté presnéjsi
shodu s hodnotami ziskanymi z Benfordova zdkona, nez v pfipadé poctu
obyvatel mést. Domnivame se, ze lepsi shoda je disledkem zvétSeni roz-
sahu zkoumaného souboru o jeden fad. Tento soubor spliiuje vSechny ¢tyii
vySe pfipomenuté podminky na posuzovany soubor dat. Nejvétsi pocet
obyvatel ma samoziejmé hlavni mésto Praha, konkrétné 1 243 201, pouze
2 obyvatele ma Bfezina, okres Vyskov, v tomto pfipadé se jedna o vojensky
tjezd.

Jako druhy zkoumany soubor jsme pouzili data ze zcela odlisné oblasti.
Statni ustav pro kontrolu lé¢iv v souladu se zédkonem zvefejiiuje Seznam
cen a thrad lécivych pFipravki a potravin pro zvldstni lékarske ucely hraze-
nych ze zdravotniho pojisténi. Seznam je kazdy mésic aktualizovan a uvadi
uplny vycet lécivych pripravkt a potravin pro zvlastni 1ékarské ucely, o je-
jichz thradé z vefejného zdravotniho pojisténi Gstav rozhoduje [12]. Ceny
(MFC) v tomto seznamu uvedené ke dni 5. 4. 2015 se pohybovaly pii-
blizné v rozpéti od 10 do 100 000 K¢ a celkovy pocet polozek byl 8614.
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Prislusné absolutni a relativni ¢etnosti jsou uvedeny v poslednich dvou
fadcich tab. 3. Z udajt v tabulce je zfejmé, ze soubor cen v ceniku také
velice dobfe odpovidd Benfordovu rozdéleni pro prvni éislice.

Obr. 2 zcela jasné dokumentuje vizualné miru shody relativnich cet-
nosti vyskytu jednotlivych ¢islic 1 az 9 jako prvnich ¢islic polozek v ana-
lyzovanych souborech s predpokladanou pravdépodobnosti vyskytu podle
Benfordova zékona. Pfi detailnim statistickém zpracovani analyz datovych
soubort se ovSem zpravidla postupuje tak, Ze se stanovi jako nulova hy-
potéza shoda s Benfordovym rozloZenim a vhodnym kritériem se hypotéza
testuje. Nejcastéji se pouziva test dobré shody y-kvadrat.

Tabulka 3 Absolutni a relativni ¢etnosti (v %) vyskytu prvni ¢islice d v danych
souborech: A — pocet obyvatel obci CR; B — cenik 1é¢iv

d 1 2 3 4 |5 |6 | 7] 8|09
Aabs. | 1815 | 1147 | 790 | 583 | 531 | 414 | 387 | 319 | 267
Arel. | 29,03 | 18,34 | 12,63 | 9,32 | 8,49 | 6,62 | 6,29 | 5,10 | 4,27
B abs. | 2655 | 1514 | 970 | 742 | 749 | 569 | 522 | 446 | 447
Brel. | 30,82 | 17,58 | 11,26 | 8,61 | 8,70 | 6,61 | 6,06 | 5,18 | 5,19

[ soubor pogtu obyvatel obci CR
[ Senford
[ cenik léciv MZCR

Relativni tetnost vyskytu

2 3 4 5 6 T 8 9
Prwni Gislice

Obr. 2 Srovndni relativnich ¢etnosti v uvedenych souborech

Pro pfipadnou analyzu uvedeného typu lze najit na internetu fadu da-
tovych soubort, které je mozné takto zkoumat. Vhodnym zdrojem jsou
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webové stranky Ceského statistického tfadu nebo Eurostatu. Nejvétsim
problémem je predevsim zajistit dostateény rozsah souboru a dostatecné
rozpéti dat v souboru. Domnivame se ale, ze by takovato aktivita mohla
zaky zaujmout, protoze vétsina z nich s internetovymi vyhledévaci bézné
pracuje.

Zavéreéné shrnuti

Jak uz bylo diive uvedeno, obsahuje on-line databéaze [2] vice nez 600
tituld pojednéavajicich o Benfordové zédkoné a jeho mozném vyuziti v riz-
nych oborech. Je zfejmé, ze se tato databaze bude dale rozrtstat. Pro
matematiky je zde vSak celd fada nedofeSenych otazek. Nékolik z nich
zformuloval K.A. Ross ve svém ¢lanku [10], ktery povazujeme za stézejni
pro matematické chapani zakona.

V poslednich letech se objevila fada studii, které se pokousely aplikovat
zékon prvni ¢islice pfi analyze datovych souborti v ekonomické a finan¢ni
oblasti, kde se bezesporu jevi uplatnéni tohoto zakona za nejefektivnéjsi.
Snazili jsme se proto zmapovat nékteré vyznamnéjsi pokusy o aplikaci Ben-
fordova zdkona v ekonomickych védach [11], véetné konkrétnich vysledki
hlavné v zahranici. Cilem takovych analyz bylo posoudit, zda ¢iselné udaje
v jednotlivych finanénich vykazech a jinych ekonomickych statistikach od-
povidaji Benfordovu rozdéleni.

7 hlediska mozného pouziti zdkona prvni ¢islice mtizeme také pripome-
nout jednu situaci z politologie. Opakované se objevily pokusy detekovat
s pomoci tohoto zdkona falSovani vysledku voleb v nékterych zemich, v pri-
padé zajmu muize Ctenal najit na internetu pfislusné odkazy. Tézko lze
posoudit, zda se jedna o skute¢né detailni a fundovanou analyzu volebnich
vysledktt. Zhodnoceni je nutné nechat na odborniky v této oblasti.

Pro 0¢innéjsi vyuziti Benfordova zakona v praxi, je dulezité rozsifeni
zédkona na dalsi platné cislice dat v souborech. Bez téchto Gvah nejsou
moznosti efektivniho uplatnéni zakona pri formulovani konkrétnich zavérta
prislusnych analyz datovych soubortu plné fundované. Abychom lépe po-
chopili matematické okolnosti popisované zakonitosti, bylo by také treba
detailnéji prihlédnout k odlisnostem v piistupu jednotlivych odborniki na
problematiku zédkona prvni ¢islice. To vse uz je nad realné moznosti tohoto
prispévku, ktery povazujeme jen za zakladni vhled do ,tajemstvi® v nasich
zemich dosud maélo pfipominaného fenoménu.

Jako zavéreény vyrok, ktery v jistém zjednoduseni vyjadiuje cil tohoto
prispévku, mizeme pouzit jemné upravenou citaci z clanku P. Kantorka.
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Aplikace Benfordova zikona je dalekosdahla. Mdame-li vétsi soubor jakijch-
koliv dat, mizZeme pomeérné jednoduchym statistickym rozborem lehce zjis-
tit, jsou-li data skutecnd (pfirodni), nebo podezield. Pochopitelné ale plati
zdkladni pravidlo statistiky: Cim vice dat, tim lepsi souhlas s teoretickou
krivkou. Zdakon se bohuZel nedd pouzit k zlepSeni Sance viyhry ve Sportce,
protoze nahodile taZend c¢isla 1 aZ 9 mohou byt serazena v libovolném po-
radi. V kaZdém pripadé je to vsak zakon fascinujici a je zajimave, jak mdlo
1 renomovangch akademiki o ném vi.
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