Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvadime zadani dalsi dvojice tloh. Jejich feseni mizete zaslat nejpozdéji
do 1. 6. 2016 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46
Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze vsak v TpXovskych ver-
zich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu: mfi@upol.cz.

Uloha 223

V krabici bez vika s vyskou 1 a s piidorysnym rozmérem mxn (m, n jsou
prirozend ¢isla) bylo ulozeno mn dievénych kostek (jednotkovych krychli).
Nina si chtéla s kostkami hrat, kdyz vSak otocila krabici krabici dnem
vzhiru, zadné kostky z ni nevypadly, protoze byly v krabici ,natésno“ a
pevneé je drzely stény krabice. Nina poté vytahla z krabice né€kolik kostek.
Kdyz opét krabici otoéila, s prekvapenim zjistila, ze z ni opét zadné kostky
nevypadly, protoze kazda kostka v krabici byla v nékterém fadku nebo
sloupci, ve kterém zadna kostka nechybéla a stény krabice tento radek
nebo sloupec stale udrzely. Urcete, kolika zptisoby mohla Nina takto kostky
z krabice vytahnout. Peter Novotny

Uloha 224

Najdéte vSechna prirozend ¢isla k, pro ktera existuji celd ¢isla a, b, ¢
takova, ze a + b+ ¢ = 0 a soucasné |ab|, |be|, |ca| jsou k-té mocniny
pfirozenych cisel. Patrik Bak

Dale uvadime Feseni tloh 219 a 220, jejichz zadani byla zvefejnéna v pa-
tém ¢isle minulého (24.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 219
Cela ¢isla k, n splituji nerovnost
k
0> (k+1)(k+2)'
- 3
Dokazte, ze pokud k > 3, lze ¢islo n zapsat ve tvaru souctu k navza-
jem ruznych celych kladnych ¢isel, pfiCemz nejmensi z nich je sudé, druhé
nejmensi je nasobkem tii, tfeti nejmensi nasobkem c¢tyf atd., az nejveétsi
z k séitanci je nasobkem k + 1. Plati stejny zaveér i v pripadé k =27
Jaromir Simsa
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Reseni. Nazvéme popsany soudet jako ,k-rozklad ¢isla n®. Zvétsime-li jeho
nejvétsi s¢itanec o k+ 1, dostaneme ziejmé k-rozklad ¢isla n+ k+ 1. Proto
podle principu matematické indukce bude zavér tlohy o k-rozkladech pii
pevném k platit, pravé kdyz k-rozklad bude mit prvnich k41 uvazovanych
Cisel n, tedy cisla

k(E+1)(k+2
n e {no,no +1,n0—|—2,...,n0—|—k}, kde ng = %
Experimentovanim a naslednou indukci vzhledem k ¢islu k ovéiime, ze
soucet

1-242-343-4+...+k-(k+1) (1)

je pravé k-rozklad prvniho zkoumaného ¢isla ng. Kdyz v tomto rozkladu
zménime druhy a tfeti s¢itanec, jak nyni zapiSeme

1-2+2-3+3-4+4-5+...21-2+1-3+4-4+4-5+...,

dostaneme k-rozklad ¢isla ng+ 1 (na tomto misté pot¥ebujeme piredpoklad
k > 3). Ostatni potfebné k-rozklady ¢isel ng + j pro j € {2,3,...,k}
dostaneme z (1) zménou vzdy jediného s¢itance (5 — 1) - j na j - j, ktery
i tak zlstane mensi nez nasledujici s¢itanec j(j + 1). Tim je zévér Glohy
dokézan pro kazdé k > 3.

Pro £ = 2 tvrzeni dlohy neplati: i kdyz odpovidajici np = 8 ma
2-rozklad (1), tedy 8 = 1-2 + 2 - 3, nasledujici n = 9 zadny 2-rozklad
nema: rovnici 9 = 2a + 3b ziejmé vyhovuji jedina prirozena ¢isla a = 3 a
b =1 (nutné totiz 3 | a), avSak pro né neplati 2a < 3b. (2-rozklady maji
praveé ¢isla 5, 8, 10 a vSechna n > 13.)

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Martin Raszyk z ETH

Ziirich. Netplné teSeni zaslal Anton Hnath z Moravan.

Uloha 220
V kazdém ze dvou vyrazi

.3 2

A= B =3

se pravidelné strida 2016 dvojek a 2016 trojek. Hodnota kterého vyrazu je
vetsi? Jozef Mészdros
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Resent podle Martina Raszyka. Nejprve si uvédomime, Ze pro vsechna pfi-
rozena Cisla k plati
k+1 ok k k
227 =277 =4% >3, (2)
Oznacme ag = by = 1 a pro vSechna pfirozena ¢isla n polozme
ap =21, b, =341,

Snadno uréime

a1 =2 < 3=bq,
ay =2=8 < 9=232 =1y,
as =2° =512 < 6561 = 3% = b,
a4:26561 > 21024_’_2.

210

Piitom podle (2) je 21024 =22 > 32" = by, proto plati ay > by + 2.
Uzitim principu matematické indukce déale dokézeme, Ze pro vSechna
prirozena cisla n > 2 plati

aon > bay + 2. (3)

Pro n = 2 je to nerovnost a4 > by + 2 odvozena vyse. Necht dale (3) plati
pro néjaké prirozené ¢islo n > 2. Potom plati

ag ag boy +2 obon+1 bon+1
a2(n+1) — 2b2n+1 — 23 n > 22 n > 22 n _ 22 272n > 22 n )

)

pfiem? jsme vyuzili odhad ¢ > ¢ + 2 pro ¢ = 22*""" > 2. Podle nerov-
nosti (2) plati
22b2n+1 Z 3217271 = 39%2n+1 — b2n+2~

Spojenim obou predchozich nerovnosti pak dostaneme
a2(n+1) > bant2 + 2 = by(pq1) + 2.

Uzitim principu matematické indukce proto nerovnost (3) plati pro vSechna
prirozené c¢isla n > 2.
Odtud jiz plyne A > B, protoze podle (3) plati pro n = 2016

A= a2.2016 > b2.2016 +2=B +2 > B.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Martin Raszyk z ETH Ziirich. .
Pavel Calabek
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