Zptistupnénim Eukleidovych Zaklada v podobé, ktera je pro praci vy-
razné prijemnéjsi a kterd se zaroven snazi zachovat historickou hodnotu
tohoto dila, je edice Eukleidovych Zaklad komentovanych Petrem Vopén-
kou — viz Eukleides 2007, 2009, 2010, 2011. (V dobé psani tohto ¢lanku
byly vydany v pfislusné edici knihy I — IV, V — VI, VII - IX a XI — XTI,
jiz se pripravuji dalsi dily.)

Postiehy publikované v tomto ¢lanku vychézi ze spoluprace autorky
¢lanku s P. Vopénkou na vydéani knih VII — IX.

Literatura

[1] Becvdiovd, M.: Ceské preklady a cesti prekladatelé Eukleidovijch Zdkladi. Pied-
naska z konference Eukleides: Zaklady geometrie. Plzen, 2008. Dostupné on-line:
http://www.kfi.zcu.cz/akce /2008 /eukleides/becvarova.pdf [cit. 2. 2. 2012]

[2] Fuklides: Zaklady. Knihy I — IV komentované Petrem Vopénkou. Nymburk : OPS,
2007.

[3] Fuklides: Zaklady. Knihy V — VI komentované Petrem Vopénkou. Nymburk : OPS,
2009.

[4] Fuklides: Zaklady. Knihy VII — IX komentované Petrem Vopénkou. Kanina : OPS,
2010.

[5] Fuklides: Zaklady. Knihy XI — XII komentované Petrem Vopénkou. Kanina : OPS,
2011.

Grantovapodpora
Clanek vznikl za podpory grantu GAUK ¢&. 303511.

O jedné vlastnosti permutaci

MARTIN BROUSEK
poslucha¢ Prirodovédecké fakulty UP, Olomouc

P1i studiu permutaci se mizeme seznamit s mnoha zajimavymi vlast-
nostmi, ale jen z¥idka narazime na zminku o komutativnosti jejich skla-
dani. Pokud se s touto specidlni vlastnosti vSak setkdme, stavd se to
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v souvislosti s tzv. disjunktnimi permutacemi. Cilem tohoto prispévku
je poskytnout ¢tenaitim informaci o poc¢tu permutaci, které jsou s danou
permutaci komutativni. V zavéru ¢lanek porovnéva na prikladu pocet dis-
junktnich a vSech komutativnich permutaci.

Uvedme nejprve nékteré dilezité pojmy a definice. Symbolem |M | zna-
¢ime pocet prvki konecné mnoziny M. Pevnygm bodem permutace ¢ ne-
prazdné koneéné mnoziny M rozumime kazdy prvek a € M, pro ktery
plati ¢(a) = a. SloZenim permutaci ¢ a 1 rozumime takovou permutaci
@ o1, kde pro kazdy prvek a z mnoziny M plati (¢ o ¥)(a)=p(¥(a)).
Definice 1

Permutace ¢,% prvka neprazdné kone¢né mnoziny M nazveme navza-
jem disjunktni, pravé kdyz pro mnoziny M,, M, jejich pevnych boda
plati

MyU My =M.

Skladani takovych dvojic disjunktnich permutaci je, jak znamo, pfitom
komutativni. Snadny dikaz tohoto tvrzeni nalezneme napt. v publikacich
[1] nebo [2]. Tuto skutecnost si mizeme ukazat na piikladu:

(12345678 a b= 12345678
7~ 13524678 - \12345786

Obé permutace jsou evidentné disjunktni, pfi¢emz jejich komutativnost

1ze snadno ovérit:
12345678
pou = <13524786> =vow

Za pozornost vSak rovnéz stoji permutace, které s danou permutaci
¢ disjunktni nejsou, a pritom jejich slozeni s ¢ je komutativni. Napf.
pro vyse uvedenou permutaci ¢ a permutaci p

/12345678
= 65432871

plati
o (12345678\ _
vee=\6a253871)  °2°%"
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Definice 2

Necht je ddna permutace ¢ n-prvkové mnoziny M. Pro kazdé a € M
nazyvame posloupnost

a, ‘P(a)’ @2(CL), (Ps(a>7' i

orbitou prvku a v permutaci ¢. Mnozinu vSech navzajem riznych prvka
této posloupnosti znac¢ime O;, kde 1 < i < n.

Poznamka. Pro zjednoduseni budeme ¢asto pojem orbita pouzivat také
pro mnozinu navzajem ruznych prvkua této orbity a pro oboji budeme
pouzivat oznaceni O;.

Pti podrobnéjsim studiu se zde naskyta zajimava otazka: Kolik exis-
tuje permutaci ¢ vzhledem k dané n-prvkové permutaci ¢, jejichz slozeni
permutaci ¢ je komutativni? Na tuto otdzku davd odpovéd nésledujici
véta.

Véta

Necht ¢ je permutace k-prvkové mnoziny M. Pak pro podet S vSech
permutaci 9, které jsou s ¢ navzdjem komutativni, plati:

S = (1%dy1)(2%dy") . .. (k% dy!) Hp”dp',

kde k je pocet prvkil permutace ¢ a d, je pocCet vSech orbit s pravé p
prvky.

Diikaz. Uvazujme permutaci ¢ slozenou z orbit O, (r = 1,2,...,s).
Uvazujme nékteré dvé orbity O, a O, (|04 = n, |Oy] = m, kde plati
m < n). Oznacme dale z; (¢ = 1, 2, ..., n) prvky orbity O, a y; (j =
1,2, ..., m) prvky O, tak, Ze

o(w1) = T2, P(2) = T3, ..., P(Tn) = 71
a

oW1) = y2, p(y2) =y, -+, ©(Ym) = Y1.

Hledame-li ¢ tak, aby platilo ¢ o ¢ = 1) o ¢, pak pro nase potieby
rozlisime dva pripady:

Y(x;) € Oy mebo Y(x;) € O, .
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Zabyvejme se nejprve disledky prvni moznosti. Necht napt. ¢(z1) =
= 1. Tedy
(pov)(@1) = e((21)) = ©(y1) = 2

a maji-li byt permutace ¢ a ¥ komutativni, pak

Y2 = (P o p)(z1) = Y(p(r1)) = Y(22).

Stejné pak

Y(@3) = Y3, V(T4) = Ya, o, V(Tim) = Y,
déle vsak v (z,,4+1) = y1 toto je ale moZné pouze v ptipadé, ze m = n
(Tmg1 ~ w1).

M34-li tedy permutace v zobrazit prvek nékteré orbity na prvek jiné
orbity, musi mit tyto orbity stejny pocet prvkd a také vSechny zbyvajici
prvky prvni orbity se musi zobrazit do téze orbity a toto zobrazeni je
jednoznac¢né urceno zobrazenim zvoleného prvku.

Podobné lze postupovat i v druhém piipadé; necht napf. ¢(z1) = z3.
Plati tedy

(pov)(z1) = o(¥(21)) = p(z3) = 4.

Pokud ale plati ¢ o 1) =1 o p, pak

zg = (Yo p)(1) = ¢(p(x1)) = P(2),
tedy ¥ (z2) = x4, stejné tak

U(x3) = as, ¥(x4) = @6, ..., Y(@p—1) = 21, ¥(2) = az.

Zobrazi-li permutace 1 néktery prvek orbity O, na prvek téze orbity,
musi analogicky zobrazit i vSechny zbyvajici prvky orbity O, a toto zob-
razeni je ddno jednoznac¢né zobrazenim zvoleného prvku.

Je-li tedy dana permutace ¢ a chceme urcit pocet S vSech raznjych
permutaci ¢ takovych, ze poi = poyp, rozlozme nejprve orbity permutace
@ do skupin podle poctu jejich prvki. Z predchozich poznatkl vime, ze
zadné takova permutace 1) nemiize prvek jedné skupiny zobrazit na prvek
skupiny jiné a musi jej tedy zobrazit na néktery z prvkua vychozi skupiny.
A navic se vzdy celd orbita zobrazi na celou orbitu a jednoznac¢nost tohoto
zobrazeni je zajiSténa zobrazenim jediného prvku.

Uvazujme tedy skupinu obsahujici vSechny orbity s pravé p prvky
a oznacme d, pocet téchto orbit. Existuje tak d,! moznosti, jak se mo-
hou tyto orbity na sebe vzdjemné zobrazit, a pritom kazdd z d, orbit
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se muze na jinou zobrazit pravé p zpusoby. Proto pro tuto skupinu exis-
tuje ptr dp! moznosti, a to nezévisle na vsech ostatnich skupinach. Uzitim
principu soucinu pro vSechna mozna p tak dostavame celkovy pocet vsech
moznych permutaci 1. Plati tedy

S = (1%dy1)(2%dy) . .. (k% dj!) Hp vdy!

Tim je dikaz ukoncen.

K procviceni a objasnéni dané problematiky uvadime nasledujici p¥i-
klad.

Priklad

Je dana permutace
(12345678
- \14236758)°

Urcete pocet vsech disjunktnich, resp. komutativnich permutaci k permu-
taci .

[Pocet disjunktnich permutaci je 2; poc¢et komutativnich permutaci je
36)

Pozndmka. Pocet P disjunktnich permutaci je zfejmé P = d;!, kde d; je
pocet pevnych bodi dané permutace.

7 uvedeného ptikladu je patrné, ze disjunktni permutace tvori jen zlo-
mek vSech komutativnich permutaci a je také zfejmé, ze jedinou permu-
taci, pro niz je pocet disjunktnich roven poc¢tu komutativnich permutaci,
je permutace identickd, nebot pravé pro ni plati, ze vSechny jeji orbity
jsou délky 1, tj. vSechny prvky jsou pevnymi body této permutace.
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