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V ¢lanku ukazeme, ze dvé shodné, protinajici se kruznice mohou skry-
vat mnoho zajimavych geometrickych vztahti, které lze snadno objevit a
dokazat pomoci zékladnich planimetrickych znalosti.

Uvazujme dvé shodné kruznice, z nichz kazda prochazi stfedem druhé,
tj. kruznice a(A4;|AB|),b(B;|AB|). Jejich pruse¢iky ozna¢me E, F. Na
polopfimce BA (vné obou kruznic) zvolme bod K a uvazujme piimku
p= KE (obr. 1).

Pro délky tsecek s krajnimi body v prisecicich sestrojenych kruznic a
pfimek dokazeme dale nékolik zajimavych tvrzeni. Znaceni bodl v uvede-
nych tvrzenich jsou ve shodé se znacenim na obr. 1 a navazuji na sebe.

Obr. 1

Tvrzeni 1 (o tétivich kruznic)

Necht stfednd k = AB protind kruznici a v bodé D # B a kruznici b
v bodé C # A. Pfimka p = KFE protina kruznici ¢ v bodé G # E a
kruznici b v bodé H # E (obr. 2). Pak plati |DG| = |EH| a soudasné
|GE| = |HC|.
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Diikaz. Nejprve ukazeme, Ze Ctyftuhelniky ADGE, BEHC jsou shodné
(obr. 3). Trojuhelniky EAD a CBE jsou shodné, navic rovnoramenné
s tthlem 120° pii hlavnich vrcholech A, B. Ozna¢me |X BDG| = ¢. Ctyi-
thelnik BDGE je tétivovy, proto [ BEG| = 180° — ¢ a |[XBEH| = ¢.
Vzhledem k tomu, Ze | DBE| = 60°, je |[XDGE| = 120°. Ctyithelnik
CAFEH je také tétivovy, a proto X EHC| = 120° = |[X DGE].

Ctyithelniky ADGE, BEHC jsou tudiZ shodné, takze |DG| = |EH|
a |GE| =|HC)|.

E

H
Obr. 3 Shodné ctyruhelniky

Tvrzeni 2
Trojuhelnik F'GH je rovnostranny (obr. 4).

Diikaz. V dikazu vyuzijeme obvodové tthly. Kruznice a, b jsou shodné a EF
je jejich spole¢na tétiva. Body G, H lezi na vétsich obloucich téchto kruznic
nad tétivou E'F, uhly pfi vrcholech G, H jsou tudiz shodné. Stiedové
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uhly, které témto obvodovym thlim odpovidaji, maji velikost 120°, proto
|[XFGH| = |XGHF| = 60° (obr. 4).
F
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Obr. 4 Rovnostranny trojuhelnik

Tvrzeni 1 a tvrzeni 2 jsou ekvivalentni. Usecky DG a EH jsou tétivy
shodnych kruznic a bod F' lezi vzdy na vétsim z obloukti nad témito téti-
vami. Proto |DG| = |EH| prévé tehdy, kdyz |« DFG| = |XEFH|.

Pro thly pfi vrcholu F plati (obr. 5):

X DFE| = 60° = | X DFG| + |« GFE|,

XKGFH|=|XDFE| < | DFG|=|xEFH|.
Podobné

IXGFH| = | EFC| + |&GFE|=|axHFC|

Obr. 5 Rovnostranny trojuhelnik — thly
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Na zakladé dokazanych tvrzeni snadno dokazeme shodnost délek vy-
znacenych na obr. 6.

Tvrzeni 3
Plati |[EH| = |IH| = |JF| a zéroveir |EG| = |GJ| = |IF]|.

Dtikaz pfenechavame ctenéfi.

Obr. 6 Dalsi délky

Tvrzeni, kterd jsme dosud uvedli, bychom nejspis snadno objevili pfi
peclivém rysovani. Podivejme se na néktera dalsi tvrzeni, ktera nejsou na
prvni pohled zfejma.

Tvrzeni 4
Bod FE déli usecku GH v poméru |GE|: |EH|=|CK|: |DK|.

Obr. 7 Poméry délek
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Diikaz. VyuZijeme vyse dokdzanou shodnost usecek. Protoze |FH| = |DG]|
a |GE| = |CH|, mizeme misto dané rovnosti pomért dokazovat rovnost

ICH|: |DG| = |CK| : |DK].

Tu dokézeme stanovenim poméru délek stran v trojuhelnicich K DG, KHC
(obr. 8). Tyto trojihelniky nejsou podobné, vnitini tthel pfi vrcholu G mé
velikost 60°, vnitini tthel pfi vrcholu H ma velikost 120° a vnitini thel pfi
vrcholu C' je vzdy mensi nez 60°. Ukazeme ale, Ze oba trojihelniky maji
stejny pomér délek zkoumanych dvojic stran.

Oznac¢me v velikost thlu DKG. Ze sinové véty plyne

|IDG|  sin a |CH|  sinyy  sing
IDK|  sin60° |CK| sin120°  sin60°’
a tudiz
|DG|  |CH]
IDK|  |CK|’
a odtud
|ICH| |CK]|
|IDG|  |DK|
K
B
Obr. 8 Uhly v trojahelnicich
Tvrzeni 5

a) Body K, G, A, F lezi na téze kruznici m4.
b) Body K, H, B, F lezi na téze kruznici mp.
¢) Kruznice m 4, mp jsou shodné a prochézeji navzajem svymi st¥edy.
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Obr. 9 Shodné kruzZnice

Dikaz. V dlikazu vyuzijeme thly, jejichz velikost zndme z dikazu prvych
tvrzeni (obr. 10). Usecka KF je spolecnou tétivou obou kruznic m4, mp.

a) Vime, ze [ KGF| = 120° = S K AF| a ze body G, A lezi v téze po-
loroviné ohrani¢ené pfimkou K F'. Body G, A proto lezi na tomtéZ oblouku
pro obvodovy thel 120° nad tétivou KF.

b) Podobné [ KHF| =60° = |XKBF| a body H, B lezi v téze polo-
roviné ohranicené piimkou K F. Body H, B proto lezi na tomtéz oblouku
pro obvodovy thel 60° nad tétivou K F.

¢) Protoze 60° = 180° — 120°, maji oba vySe zminéné oblouky tyz
polomér. Protoze 120° = 2 - 60°, lezi stfed oblouku, na némz lezi body
H, B, tj. stfed Sp kruznice mpg, na kruznici m4 (na tom z obloukt nad
tétivou K F, kde lezi body G, A).
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Obr. 10 Stfedové a obvodové thly v kruznicich

Tvrzeni 6
Body I, J, v nichz protinaji strany trojuhelniku GHF tsecky DA, AB,
déli tyto tsecky postupné v pomérech
|TA|: |DA| = |DA|: |KA|,
|JB|:|AB| = |AB|: |KB|.

Dikaz. Nejprve dokazeme (a pak v diikazu vyuzijeme) nasledujici podob-
nosti trojuhelnikd, viz obr. 11:

e Trojuhelniky IGK, I AF jsou podobné.
e Trojthelniky JHK, JBF jsou podobné.
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Obr. 11 Rozdéleni tsecek

7 ptedchozich ivah zndme vSechny thly uvazovanych trojihelniki.

e Vrcholové thly pii vrcholu I jsou shodné a thly pii vrcholech G, A
maji velikost 120°.

e Podobné vrcholové thly pfi vrcholu J jsou shodné a dale thly pfi

vrcholech H, B maji velikost 60°. Pro ilustraci je na obr. 12 znazornéna i
shodnost thli v pfi vrcholech K, F'.

H
Obr. 12 Rozdéleni tsecek — podobné trojuhelniky

Dukaz rovnosti délicich pomért provedeme pouze pro bod I, druhy
(obdobny) dikaz pro bod J ponechdme Gtenafi.
7 podobnosti trojuhelnika IGK, I AF plyne

K| :|IG| = |IF|: |IA],
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odkud
IK|-|IA| = |IF|-|IG).

Z mocnosti bodu I ke kruznici a plyne

IF|-|IG| = |ID| - |IB.

Odtud
[IK|-[IA| = [ID||IB| = (JAB| - |IA|)(|AB| + |IA]) =
= |AB|? — |TA]%.
Protoze
|KA|-|IA| = (K| + [TA|IA| = |[IK]| - [TA| + |IAP,
plati
|KA|-|IA| = |AB|? — |IA]? + |IA]? = |AB]* = |DAJ*.
Mame tak
|[IA]  |DA]
IDA|  |KA|

Pokud budeme povazovat kruznici a za jednotkovou a vzdélenost |AK|
oznacime m, pak vyse uvedené tvrzeni rika, ze bod I lezi v jedné m-tiné
tsecky AD.

Podobné bod J lezi v jedné (m + 1)-tiné tsecky AB.

Dalsi shodné délky

Pokud do naseho zakladniho schématu dvou shodnych kruznic, jejich
stfedné a primky K F, sestrojime jesté jednu kruznici, najdeme dalsi shodné
asecky.

Tvrzeni 7

Uvazujme kruznici ¢(A4;|AK|). Ozna¢me L # K jeji priisecik s ptimkou
AB a M # K prisecik s pfimkou K E. Potom plati |AH| = |LM]|.

Dikaz. Vyuzijeme pravouhlé trojahelniky a obvodové thly. Protoze KL je
prameér kruznice c, je thel LM K pravy, viz obr. 13.

Oznac¢me P patu kolmice vedené bodem A k pfimce K E. Pak je tisecka
AP stfedni pfickou trojihelniku LMK, tedy |LM| = 2 |AP|.
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Protoze |[X EHF| = 60° a A je stfed oblouku E'F, plati <X EHA| = 30°.
Je tedy [ PAH| = 60° a |AH| = 2|AP|, tudiz |AH| = |LM].

Obr. 13 Shodné usecky

Tvrzeni 8 (o tfech kruznicich)

Shodné kruznice p, g se protinaji v bodech S, M. Pak libovolna pfimka
m prochézejici bodem M, m # M S, protind kruznice p, ¢ v dalsich bodech,
které oznacime po fadé P, Q. Potom plati |PS| = |QS], tedy body P, Q
lezi na téze kruznici se stfedem S.

Dikaz. M S je spolecnd tétiva kruznic p, ¢ (obr. 14). Je-li bod M vnitfnim
bodem tusecky P(Q, lezi body P, Q v opacnych polorovinach s hrani¢ni
pfimkou M S, a tudiz na shodnjch obloucich nad tétivou M.S, a plati
|[XSPM| = | SQM]|, proto

[LSPQ| = [XSQP].

170 Matematika — fyzika — informatika 25 2016



Je-li bod M vnéjsim bodem tsecky PQ, lezi body P, @ v téZe poloroviné
s hrani¢ni pfimkou M S. Bod M proto lezi na doplitkovych obloucich nad
tétivou MS, a plati |[XSPM| = 180° — |[XSQM| a [ SPQ| = | SQP|.
V obou pfipadech je P.SQ rovnoramenny trojihelnik s hlavnim vrcholem S
a body P, @ lezi na téze kruznici se stiedem S.

Obr. 14 T¥i kruznice

Tii shodné kruznice — kruznice g(G; |GA|)

Na zaveér naseho zkouméani geometrickych vztahtt mezi kruznicemi jsme
nechali fadu velmi snadnych rovnosti délek, které ziskdme, pokud do nasi
vychozi konstrukce doplnime kruzmici g(G;|GA|) a jeji priseéiky s kruz-
nicemi a, b: gNa = {U,V}, gNb={A, R}, jako na obr. 15.

Obr. 15 Tfeti shodnd kruZnice
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Vztahy, které zde mtzeme nalézt, uvedeme déle v podobé vyc¢tu tvrzeni,
kde misto podrobnych dukazti uvedeme jen hlavni myslenku néjakého zdu-
vodnéni. Budeme je uvadét v takovém poradi, v némz je mizeme postupné
odvozovat. VSechny zminéné vztahy ale mizeme dokazat mnoha rtznymi
postupy (a tudiz také v riizném potadi).

Jednotliva tvrzeni nebudeme ilustrovat samostatnymi obrazky, pone-
chame je ctenari. Nékteré z dale uvedenych vztaht jsou znézornény na

obr. 16.

Obr. 16 Shodné délky

e GRBA je kosoctverec, protoze kruznice g, b jsou shodné. Odtud

e GRAD je rovnobéznik. Odtud

e |DG| =|AR|. Odtud a z |DG| = |[EH|

e |XRBH|=|XABE| = 60°. Odtud

e |RH|=|AE|. Odtud a z |AE| = |AB|

e Trojuhelnik HBR je rovnostranny a GV HR je kosoctverec. Odtud

a z velikosti thld |[XGFV| = |[ARFH| = 30° a RGFH| = 60°
plyne, ze pfimky F'V i F'R jsou osy thlu GFH, a tudiz

e F, RV lezi v primce. Toto tvrzeni ale plati obecné, jak jsme vidéli
v pomocném tvrzeni o tfech kruznicich. Odtud déle

e ERV, FRU jsou rovnostranné trojuhelniky. Body F', R, V jsou ko-
linedrni a | FRE| = 120°, proto [ ERV| = 60° a ze soumeérnosti
kruznic g, b dle pfimky AR jsou trojuhelniky FRV, FRU rovno-
ramenné s hlavnim vrcholem R.
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o GAU, GAV jsou rovnostranné trojihelniky a AUGV je kosoctverec,
protoze kruznice g, a jsou shodné a prochéazeji jedna stfedem druhé.
Odtud a z |DG| = |AR|

e |DU| = |RV| a Sestithelnik RAUDGYV je stredové soumérny.

e ... a dalsi vztahy.

V ¢lanku jsme uvedli fadu jednoduchych planimetrickych tvrzeni. K je-
jich dtkazum staci zpravidla jedna ¢i nékolik snadnych avah. RozmySleni
uvedenych tvrzeni a provedeni diukazi tak mizZe byt pro studenty vhod-
nou rozcvickou pred zkouskou z planimetrie nebo pred soutéznimi koly
matematické olympiddy. Mozna vas uvedena tvrzeni a jejich dikazy in-
spiruji k hledani dalsich vztaht, které jsou skryté v sestavé dvou nebo tii
shodnych kruznic, ¢i alesponn doplnite nedokonéeny seznam o dalsi vztahy.
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Simsonova—Wallaceova véta

JIRI BLAZEK — PAVEL PECH
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

V tomto ¢lanku se budeme vénovat jedineéné vlastnosti kruznice opsané
danému trojuhelniku. Pro kazdy jeji bod P plati, ze paty kolmic z P
k prodlouZenym strandm trojihelniku lezi na jedné pfimce (obr. 1). Tato
vlastnost kruznice trojihelniku opsané je znadma jako Simsonova [9] nebo
Simsonova—Wallaceova véta (S-W véta) [2]. Piestoze skotsky matematik
Robert Simson (1687-1768) se podobnym problémem zabyval d¥ive, vétu
do dnesni podoby zformuloval a dokazal az 30 let po Simsonové smrti Skot
William Wallace (1768-1843) [3].

* Autofi dékuji recenzenttim za hodnotné rady a pfipominky, které pomohly zvysit
kvalitu ¢lanku.
17 tohoto diivodu se téz uziva nazev Wallaceova—Simsonova véta [4, 12]
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