o GAU, GAV jsou rovnostranné trojihelniky a AUGV je kosoctverec,
protoze kruznice g, a jsou shodné a prochéazeji jedna stfedem druhé.
Odtud a z |DG| = |AR|

e |DU| = |RV| a Sestithelnik RAUDGYV je stredové soumérny.

e ... a dalsi vztahy.

V ¢lanku jsme uvedli fadu jednoduchych planimetrickych tvrzeni. K je-
jich dtkazum staci zpravidla jedna ¢i nékolik snadnych avah. RozmySleni
uvedenych tvrzeni a provedeni diukazi tak mizZe byt pro studenty vhod-
nou rozcvickou pred zkouskou z planimetrie nebo pred soutéznimi koly
matematické olympiddy. Mozna vas uvedena tvrzeni a jejich dikazy in-
spiruji k hledani dalsich vztaht, které jsou skryté v sestavé dvou nebo tii
shodnych kruznic, ¢i alesponn doplnite nedokonéeny seznam o dalsi vztahy.
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Simsonova—Wallaceova véta

JIRI BLAZEK — PAVEL PECH
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

V tomto ¢lanku se budeme vénovat jedineéné vlastnosti kruznice opsané
danému trojuhelniku. Pro kazdy jeji bod P plati, ze paty kolmic z P
k prodlouZenym strandm trojihelniku lezi na jedné pfimce (obr. 1). Tato
vlastnost kruznice trojihelniku opsané je znadma jako Simsonova [9] nebo
Simsonova—Wallaceova véta (S-W véta) [2]. Piestoze skotsky matematik
Robert Simson (1687-1768) se podobnym problémem zabyval d¥ive, vétu
do dnesni podoby zformuloval a dokazal az 30 let po Simsonové smrti Skot
William Wallace (1768-1843) [3].

* Autofi dékuji recenzenttim za hodnotné rady a pfipominky, které pomohly zvysit
kvalitu ¢lanku.
17 tohoto diivodu se téz uziva nazev Wallaceova—Simsonova véta [4, 12]
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S-W vétu vyslovime nyni v ponékud silnéjsim tvaru, nez je uvedena
na pocatku ¢lanku. Vétu nejprve dokdzeme, potom budeme fesit dva pro-
blémy, které s ni souvisi.

Obr. 1

Véta (Simsonova—Wallaceova)
Paty kolmic K, L, M z bodu P k pfimkam BC, C'A, AB lezi na jedné
piimce (jsou kolinearni), pravé kdyz P leZi na kruznici opsané trojtihelniku

ABC.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze body K, L, M lezi na jedné piimce.
Pokud nékteré dva z bodt K, L, M splyvaji, potom bod P je jednim
z vrchold trojuhelnika a tvrzeni plati. Dale predpokladejme, ze zadné dva
z bodu K, L, M nesplyvaji. Potom jsou thly MKB a LKC shodné,
tj. plati M KB| = |XLKC|. Z Thaletovy véty plyne, Ze ¢tyfuhelni-
kim LCKP a MBPK lze opsat kruznice. Z véty o obvodovych thlech
pak dostavame |[AMKB| = |[XMPB| a |[SLKC| = |[XLPC|, a tedy i
|XMPL| = |xBPC)| (obr. 2).

Oznaéme « velikost vnitiniho thlu p#i vrcholu A (obr. 3). Potom plati
|XMPL| = 180° — «. Jelikoz stejnou velikost mé i thel BPC, lze étyi-
thelniku ABPC opsat kruznici. Bod P tedy lezi na kruznici opsané troj-
thelniku ABC.
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Obr. 3 Bod P lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC
Nyni naopak predpokladejme, Ze P je libovolnym bodem kruznice troj-
thelniku ABC opsané. Pokud P splyva s nékterym vrcholem trojuhelniku,

je tvrzeni ztejmé. Dale predpokladejme, Ze P nesplyva s zddnym vrcholem
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trojuhelniku. Chceme dokézat, ze body K, L, M jsou kolinearni. Staci uka-
zat, ze thly MK B a LKC jsou shodné. Ctyfuhelnik M BPK je tétivovy,
odtud podle véty o obvodovych thlech |[XMKB| = |[<MPB|. Obdobné
dostaneme | LKC| = | LPC|. Déle plati |[X LPM| = 180° — «, protoze
¢tyithelnik ALPM je tétivovy. Odtud plyne [ LPC| = |[XMPB]| a déle
X LKC| = | MKB].

Piimka, na niz lezi body K, L, M, se nazyva Simsonova. Tato pfimka
m4é fadu zajimavych vlastnosti, viz napt. [1, 3, 6, 8, 11].

Problém 1

V' roviné je ddn ctyrihelnik ABCD. Najdéte mnoZinu vsech bodi P
takovych, aby paty kolmic z bodu P k primkam AB, BC, CD a DA lezely
na jedné primce.

Reseni. Ulohu vyfesime uzitim S-W véty. Nejprve predpokladejme, ze
zéddné dvé strany Ctyfthelnika ABCD nejsou rovnobézné. Lezi-li body
K, L, M, N na téze pfimce, lezi na této primce i libovolna trojice téchto
bodu, napt. K, L, M (obr. 4).

N

P

Obr. 4

Body K, L, M lze chapat jako paty kolmic z bodu P ke stranam troj-
thelniku BCG, kde G je prusecik pfimek AB a C'D. Podle S—W véty lezi
bod P na kruznici k opsané trojuhelniku BC'G. Stejnou podminku musi
splnovat body K, L, N. Bod P proto lezi na kruznici [ opsané trojihelniku
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ABF, kde F je prusecik pfimek BC a AD. Analogickou aplikaci S—W véty,
tentokrat na paty kolmic KM N a LM N, zjistime, ze bod P lezi také na
kruznicich m, n opsanych trojuhelnikim DAG a CDF (obr. 5).

Obr. 5

Ukazeme, Ze se kruznice k, [, m, n protinaji v jediném bodé. Ozna¢me P
druhy prisecik kruznic opsanych trojuhelnikim ABF a C'DF. Dokazeme,
ze bod P lezi také na kruznicich opsanych trojuhelnikim ADG a BCG.
Staci ukazat, ze étyithelniky PADG a PBCG jsou tétivové (obr. 6). Plati

|XAPD|=|XFPD|— |XFPA|=|XFCD| - | FBA| =
=180° — X BCG| — X CBG| = [ AGD|,
proto ¢tyfuhelnik PADG je tétivovy. Analogicky pro ¢tyfthelnik PBCG
plati
|XBPC|=|XFPC| - |FPB|=180° — |XFDC|— (180° — QA FAB|) =
= [AFAG| - [ FDG| = |XAGD| = | BGC|,
a tudiz PBCG je také tétivovy ¢tyiuhelnik.

Snadno ovérime, ze spoleény prusecik P kruznic k, [, m, n vyhovuje
zadani. Pokud jsou dvé strany c¢tyifuhelniku ABCD rovnobézné, napf.

Matematika — fyzika — informatika 25 2016 177



AB || CD, a strany BC a AD riznobé&zné, pak tloze vyhovuje bod F.
Pokud ABCD je rovnobéznik, feSeni tlohy neexistuje.

Pozndamka. Pravé popsana vlastnost, Ze se kruznice opsané trojuhelnikam
ABF, CDF, ADG, BCG protinaji v jediném bodé P byva oznacovana
jako Miquelova véta. Bod P se nazyva Miqueliv bod ¢tyithelniku ABC D
[6]. Tuto vétu publikoval Auguste Miquel v roce 1838 [7], Jakob Steiner
publikoval tutéz vétu jiz v letech 1827/1828 [10]. V [5] je uvedeno, Ze
zminénou vétu publikoval poprvé jiz v roce 1799 William Wallace.

Vysledku ziskaného fesenim problému 1 vyuzijeme pfi feseni néasleduji-
ciho ptikladu.

)y

]

~

Obr. 6

Priklad 1

Sestrojte parabolu, jsou-li dany ¢tyfi jeji teény a, b, ¢, d.
Reseni. Oznaéme A =dNa, B=anNb, C=bNcD=cNd,G=aNca
F = bNd. Jak zndmo, pro parabolu plati: paty kolmic z ohniska paraboly k

jejim teénam lezi na vrcholové teéné v hledané paraboly. Ohnisko paraboly
je tedy Miquelovym bodem ¢&tyithelniku ABCD (obr. 7).
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Obr. 7

Nyni se budeme zabyvat problémem 2, ktery (dle minéni autori) nebyl
dosud publikovan.

Problém 2

V roviné je dan ctyriuhelnik ABCD. Najdéte mnozZinu vsech bodi P
takovych, Ze spojnice pat kolmic K, N z bodu P k primkdm AB, DA je
rovnobéznd se spojnici pat kolmic L, M z bodu P k primkdm BC, CD.
Reseni. Predpokladejme, Ze pifmky KN a LM jsou rovnobézné (obr. 8).
Protoze c¢tyfuhelniky AKPN a PLCM jsou tétivové, plati podle véty
o obvodovych thlech

[XANK|=|XAPK| a |XCML|=I|xCPL|.
Odtud plyne

|XAPC| = X APK|+ | KPL| + [ LPC| =
= |XANK|+ |XLMC|+ [ KPL|. (1)
Pro polohu bodu P (obr. 8) je tthel K PL doplitkovym k @hlu p¥i vrcholu
B, tj.
|<CKPL| =180° — X KBL| = 180° — g, (2)
a je tedy konstantni (nezavisly na poloze bodu P). Ukazeme, Ze i soucet

ahlt LMC a ANK je konstantni. Za tim téelem vedme tfeti rovnobézku
s pfimkami KN a ML bodem D (obr. 9).
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Obr. 9

Je ziejmé, ze plati |[XADC| = [XLMC|+ |X ANK]|, neboli § = 41 + 02,
pri¢emz velikost tthlu ADC je opét nezéavisla na poloze bodu P. Dosli jsme
tak ke vztahu

|XAPC|= | ADC|+ | KPL| =6 + 180° — S. (3)

Predpokladejme, Ze 8 # 6. Podle véty o obvodovych thlech lezi bod P na
piislusném oblouku kruznice m, ktera prochazi body A a C (obr. 10).
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Obr. 10 Bod P lezi na oblouku kruznice m

Pri dikazu jsme mlcky pfedpokladali takovou polohu bodu P vzhledem
ke étyfuhelniku ABCD, pro niz plati vztahy (1), (2) a (3). Pro jiné polohy
bodu P postupujeme podobnym zptisobem. Uvedeme dale diikkaz jesté pro
jinou polohu bodu P (obr. 11).

Obr. 11 Bod P lezi na jiném oblouku kruznice m
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Plati

IXAPC| = 63 + 64 — S LPK| = 65 + 64 — 180° + 8 =
=180° — 5 —180° + 3 =B — .

Hledanou mnozinou bodid bude kruZnice m, prochézejici body A a C,
kromé bodu A, C, jak se mUzeme téz presvédcit pouzitim software dyna-
mické geometrie GeoGebra.

Nyni pfedpokladejme, Ze pro (orientované) tihly ¢étyFahelnika ABCD
plati 8 = 4. Potom ze vztahu (3) plyne rovnost | APC| = 180°. V tomto
pfipadé je hledanou mnozinou bodu pfimka AC kromé bodu A, C. Ozna¢me
k' kruznici, prochazejici vrcholy A, B,C. Jsou-li vrcholy A, B,C pevné
déany, potom vrchol D lezi na kruznici k, kterd je osové soumérné s kruz-
nici k' v osové soumérnosti s osou AC (obr. 12).

\
\
D

:
I
i
i
|
/

Obr. 12 Pro ¢étyiuhelnik ABC D, pro ktery plati § = ¢ je hledanou mno-
zinou bodi ptimka AC' bez bodi A, C

Tato tloha souvisi téz s predchézejici ilohou (problém 1). Situace, kdy
paty kolmic z bodu P k pfimkam a,b, c,d jsou kolinedrni, nastane pravée

tehdy, kdyz rovnobézky KN a LM z problému 2 splynou, tj. pokud P je
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Miqueluv bod ¢tyfuhelniku ABCD. Tento zpusob dava i jinou moznost
konstrukce kruznice m v predchézejici tloze (obr. 13).

Obr. 13 KruZnice m prochazi body A, C a Miquelovym bodem H

Nésledujici tloha je specidlnim piipadem obecnéjsiho problému:

Meéjme ctyri libovolné primky v prostoru. Naleznéte mnoZinu bodu P
takovych, Ze paty kolmic z bodu P k témto primkdm budou leZet v jedné
TOVINE.

Reseni zavisi na vzajemné poloze téchto piimek. V obecném piipadé je
hledanou mnozinou kubika, tedy plocha, jejiz analytickym vyjadfenim je
polynom tietiho stupné. Ackoli pro konkrétni ptiklad umime tlohu vyftesit
analyticky, existuji tzv. syntetické (,zdavodnujici“) otazky, na které dosud
nejsou znamy odpovédi. Autori fesili nasledujici specidlni pfipad:

V prostoru jsou ddny ctyri mimobézné primky, které€ jsou véechny rovno-
bézné s danou rovinou. Najdéte mnozZinu bodu P takovych, Ze paty kolmic
z bodu P k danym primkdm leZi v jedné roviné.

Po analytickém vypoctu (napf. v programu Maple nebo CoCoA) se
ukéze, Ze hledanou mnozinou je rota¢ni valcova plocha kolma na rovinu,
s niz jsou primky rovnobézné. Neni tézké dokazat, ze pokud podminkam
zadani vyhovuje urcity bod, vyhovuje mu pak cela pfimka, ktera je kolma
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k dané roviné a prochazi timto bodem. Otazka se tedy redukuje: pro¢
prunik hledané mnoziny bodi s danou rovinou tvofi kruznici?

Lze podat jednoduché syntetické feSeni pro dva specidlni pripady:

Pokud jsou pravé 3 piimky rtiznobé&zné a ¢tvrtd mimobéznd (pfitom
v8echny rovnobézné s danou rovinou), pak se iloha redukuje na S-W vétu.
Staci totiz, aby paty kolmic ke tfem riznobéznym pfimkam lezely na jedné
primce. Tato pfimka pak spolecné s patou kolmice ke ¢tvrté primce lezi
v jedné roviné. ReSenim je tedy kruznice opsana trojuhelniku, jehoz vr-
choly tvori priseciky tii réiznobézek.

Druhy pfipad jsou dvé a dvé rfiznobé&zné primky (jinymi slovy, dvé
piimky lezi v jedné roviné a druhé dvé lezi v jiné, rovnobézné roving).
Oznacme tyto pfimky a, b, ¢, d a paty kolmic z bodu P k témto pfimkam
po fadé K, L, M, N. Dale predpokladejme, Ze jednu dvojici rtiznobézek
tvori pfimky a,d a druhou dvojici b, c. Lezi-li body K, L, M, N v jedné
roving, lezi v této roviné i spojnice bod K, N a L, M. Tyto pfimky vsak
nemaji spoleény bod (protoze lezi v rovnobé&znych rovinach). Kdy tedy
mohou lezet v jedné roviné? Pouze pokud jsou rovnobézné a to vede na
vyfeseny problém 2.

Konstrukéni feSeni kruznice pro ¢tyfi libovolné mimobézky neni dosud
autorim znamo.
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