Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvetejnovani dalsich novych tloh tradi¢ni rubriky Zaji-
mavé matematické tlohy. V tomto ¢isle uvadime zadani dalsi dvojice tloh.
Jejich Feseni muzete zaslat nejpozdéji do 15. 7. 2013 na adresu: Redakce
casopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc. Jejich feseni lze zaslat
také elektronickou cestou (pouze vsak v TEXovskych verzich, pfip. v MS
Wordu) na emailovou adresu: mfi@upol.cz. Zajimava a originlni feSeni
uloh radi uvetejnime.

Uloha 193
Dokazte, ze soustava rovnic
r+y+z=a,
2?4?42 = b2

s neznamymi x, y, z a redlnymi parametry a, b mé realné reseni, pravé kdyz

plati
HERE

Jaroslav Svrcek

Uloha 194

Zaci dostali za domaci tikol zvolit si t¥i kladné reélnd é&isla, pak vypo-
¢itat podily libovolnych dvou z nich, pfi¢ist k nim tfeti ¢islo a vSech Sest
moznych vysledkd napsat do sesitu. Petr vypocital ¢isla %, %, %, 13—0, 4, 2—??
Pan ucitel se podival na Petrovy vysledky a fekl, Ze mé ve vypoctu chybu.
Petr znovu zopakoval vypocty (ted uz spravné) a zjistil, ze v jedné hod-
noté opravdu chybu udélal. Jak mohl pan ucitel bez znalosti tii Petrovych
Cisel zjistit, Ze Petr udélal chybu? Se kterymi ¢isly Petr pocital?

Pavel Calabek

Déle uvadime feseni tloh 187 az 190, jejichz zadani byla zvefejnéna
v sedmém a devitém éisle predeslého (21.) ro¢niku naseho Gasopisu.
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Uloha 187

Je dana tisecka K L a bod S, ktery na ni nelezi. Najdéte mnozinu vsech
vrcholi B a C' rovnostrannych trojuhelniki ABC' takovych, ze A € KL
a S je stfedem AB.

Sdrka Gergelitsovd

Reseni. Necht A je bodem tsetky KL, potom bod B je bodem tsecky
K'L’ soumé&rné sdruzené s tiseckou KL podle stiedu S. A naopak, ke
kazdému bodu B tusecky K'L’ existuje bod A, pro ktery je S stfedem
usecky AB.

"

K"},

L B K

I\////

L ‘/

Oznac¢me P patu kolmice z vrcholu C k pfimce K L. Bod S je patou
vysky trojahelniku ABC z vrcholu C' a body S, A, P, C tak lezi podle
Thaletovy véty na téze kruznici. Navic podle véty o obvodovém thlu jsou
uhly SPA a SCA shodné a maji velikost 30°. P¥imka SP proto svird
s pfimkou K L thel 30°. Vrchol C' rovnostranného trojahelniku ABC' tak
bude lezet na kolmici p k piimce K L, kterd prochézi bodem P, ktery je
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prusecikem pfimky prochézejici bodem S a svirajici s primkou KL thel
30°. Takové body existuji dva (v piipadé, ze bod S bude bodem piimky
KL to bude jeden bod P = S), uvazujme napiiklad bod P podle obrazku.
Potom C bude bodem tsecky K"”L"” C p, kde thly L”SL a K”SK jsou
pravé.

Naopak, necht C je bodem tsecky K”L". Potom kolmice k pfimce CS
protne usecku KL v jejim bodé A a podle véty o obvodovém tthlu bude
velikost thlu AC'S rovna 30°. Podobnou tivahu mtzeme provést pro druhy
prusecik P’ p¥imky prochdzejici bodem S a svirajici s pfimkou KL thel
30° a dostaneme tak tsecku K'L" (ktera je soumérna s tseckou K" L”
podle bodu S).

Mnozina vSech vrchold B rovnostrannych trojihelniki ABC ze zadani
je usecka K'L’, ktera je soumérnd s tse¢kou K L podle stfedu S a mno-
zina vSech vrcholi C' je sjednoceni soumérné sdruzenych tseéek KL a
K///LI//'

Poznamka. Uvedeny dikaz se da podstatné zkratit, kdyz si uvédomime,
ze bod C' je obrazem slozeni otoceni o 90° se stfedem S a stejnolehlosti
s timto stfedem a koeficientem /3 (tzv. spirdini podobnost). Proto tisecka
K"L" resp. K"'L"" je obrazem tisecky KL v této spirdlni podobnosti.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné a Martin Raszyk z G v Karviné.

Netplné tfeseni zaslal Viadimir Pavel z Blovic.

Uloha 188

Najdéte vSechny trojice (a, b, ¢) pfirozenych ¢&isel takové, ze kazdé z ¢isel
a, b, c je délitelem ¢isla a + b + c.

Robert Geretschliger (Graz)

Reseni. Bez tijmy na obecnosti piedpokladejme a < b < c. Jelikoz c je
délitelem ¢isla a + b+ ¢, je také délitelem ¢isla a + b < 2¢. Proto plati bud
a~+ b= 2c, nebo a + b = ¢. Oba pripady posoudime samostatné.

V piipadé a + b = 2¢ z nerovnosti a < b < ¢ plyne a = b = ¢. Trojice
(a,a,a), kde a je libovolné ptirozené Cislo, zfejmé zadani vyhovuje, jak
snadno ovéfime zkouskou.

Nyni pfedpokladejme, Ze ¢ = a+b. Protoze b je délitelem ¢isla a+b+c, je
také délitelem cisla a +c = 2a+0b, a tedy i délitelem ¢isla 2a. Z nerovnosti
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a < b plyne bud a = b, nebo a = 2b. Pro libovolné pfirozené ¢&islo a
v prvnim piipadé zkouskou ovéfime, Ze trojice (a, a,2a) vyhovuje zadani.
Podobné ve druhém piipadé ovéfime, Ze trojice (a,2a,3a) také vyhovuje
zadani.

Uloha mé feSeni 10 typti. Pro libovolné pfirozené ¢islo a jsou fese-
nimi trojice (a,a,a), (a,a,2a), (a,2a,a), (2a,a,a), (a,2a,3a), (a,3a,2a),
(2a,a,3a), (2a,3a,a), (3a,a,2a), (3a,2a,a).

Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan
a Martin Raszyk z G v Karviné.

Netiplné teseni zaslal Viadimir Pavel z Blovic.

Uloha 189

Necht ABC je libovolny ostrouhly trojihelnik. Oznaéme D, E, F paty
vysek po fadé z vrcholu A, B, C. Déle necht K, L, M jsou pruseciky
kruznice opsané trojihelniku ABC s pfimkami AD, BE, CF (rtiznymi
od A, B, C). Dokaite, ze plati

IN

_ {IKD| |LE| |MF|\ _1
|AD|" |BE|" |CF| [ =3

Jaroslav Svrcek

Reseni. Necht V je priisecik vysek ostrothlého trojihelniku ABC. Podle
znamého tvrzeni plati, Zze obrazy bodu V' v osovych soumérnostech podle
pfimek AB, BC, C' A lezi na kruZnici danému trojihelniku opsané. Tyto
obrazy jsou po fadé M, K, L. Trojahelniky ABV a ABM jsou shodné,
maji proto stejné obsahy, proto pro obsahy Ssapy a Sapc trojuhelniku
ABV a ABC plati

Sapy _|VF| |MF|

Sapc  |CF| |CF|

Podobné plati

Spcy _ |VD| _|KD| Scav _ [VE| _ |LE]
Sisc  |AD| ~ |AD| Sizc  |BE|  |BE|
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Souctem levych stran téchto t¥i rovnosti tak dostaneme

Sapv | Spov | Scav _ Sapv + Spov + Scav _ 1
Sapc  Sac  Samc Sapc

Proto plati i
|KD| n |LE| |[MF|

=1.
|AD| ~ |BE| |CF|

Jelikoz kazdy ze s¢itanci na levé strané této rovnosti je kladné ¢islo, plyne
odtud platnost dokazovaného tvrzeni

IN

| {|KD LE| MF|}
m

1
|AD|’ |BE|’ |CF| 3’

¢imz je ditkaz ukoncen.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészaros z Jelky,
Anton Hndth z Moravan a Martin Raszyk z G v Karviné.

Netplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.

Uloha 190

Petrova stavebnice obsahuje 6 shodnych tycinek 6 rtiznych barev. Kolik
navzajem ruznych modeli pravidelného ¢tyfsténu z ni mize Petr postavit?
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(Dva modely povazujeme za shodné, jestlize je mlizeme otocit tak, aby se
barvy jejich odpovidajicich hran shodovaly.)

Pavel Caldbek

Reseni. Pouzité barvy oéislujme 1,2,...,6. Nejprve zafixujeme polohu
daného ctyisténu. Polozme tento ctyistén na stil tak, ze hrana s barvou
1 lezi na podlozce vepfedu (obr.).

|
|
|
|
|
vlevo e Sy vpravo

barva 1

Pokud hrana s barvou 2 nemé s hranou barvy 1 spole¢ny vrchol, mi-
Zeme CtyTstén otocit tak, Ze hrana s barvou 3 lezi na stole. Potom lez{ bud
vpravo nebo vlevo a Ctyfstén je umistén jednoznac¢né. Proto pro kazdou
polohu hrany s barvou 3 existuje 3! moznosti, jak obarvit zbyvajici tii
hrany. Celkem tedy existuje 2 - 3! = 12 obarveni ¢tyfsténu takovych, ze
hrany s barvou 1 a 2 nemaji spole¢ny vrchol.

Jestli hrana s barvou 2 méa spole¢ny vrchol s hranou barvy 1, oto¢me
CtyTstén tak, aby tato hrana lezela na podlozce. Potom opét muze lezet
vpravo nebo vlevo a Ctyfstén je timto umisténim fixovan. Pro kazdou
polohu hrany 2 tak existuje 4! moznosti, jak obarvit ¢ty¥i zbyvajici hrany.
Celkem existuje 2 - 4! = 48 moznosti, jak obarvit hrany ¢tyfsténu tak, zZe
hrany s barvami 1 a 2 maji spole¢ny vrchol.

Dohromady tedy existuje 12 + 48 = 60 rtznych moznosti, jak obarvit
hrany ¢tyfsténu 6 barvami. Petr tak mize ze Sesti tyCinek rtznych barev
slozit 60 rdznych modeld pravidelného ¢tyisténu.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy a Martin Raszyk z G
v Karviné.

Netplné teSeni zaslali Anton Hndth z Moravan a Jozef Mészdros
z Jelky.

Pavel Calabek
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