Zajimavé matematické tilohy

V dalsi ¢asti pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy uvadime
zadéani dalsi dvojice tloh. Jejich feSeni mtizete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2016
na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo
také elektronickou cestou (pouze vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS
Wordu) na emailovou adresu: mfi@upol.cz.

Uloha 225
Urcete pocet vSech uspofadanych Sestic (a, b, ¢, d, e, f) pfirozenych ¢isel,
jejichz soucet je 2016, a pfitom vSechny zlomky

a+b b+c c¢c+d dH+e e+f f+a
c+d d+e e+f f+a a+bdb btec

maji celoc¢iselné hodnoty. P
Jaroslav Svrcek

Uloha 226
Na kazdém poli Ssachovnice 10 x 10 sedi jedna blecha. Po tlesknuti pre-
sko¢i kazd4a blecha ve sméru fadku nebo sloupce pravé jedno pole a do-
padne opét na Sachovnici. Poté na nékterych polich Sachovnice bude néko-
lik blech a nékterd pole zlistanou prazdna. Uréete nejmensi mozny pocet
prazdnych poli.
Pavel Caldbek

Déle uvadime feseni uloh 221 a 222, jejichz zadani byla zvefejnéna v prv-
nim ¢isle tohoto (25.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 221

Najdéte vsechny dvojice ¢islic X a Y desitkové soustavy takové, ze pro
¢isla a, b, ¢, d ve tvaru

a=2X83, b=19Y6, c=29X6, d=1Y54

jsou obé ¢isla a + b a ¢ — d délitelna tfemi.
Stanislav Trdvnicek
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Reseni. Cislo a jeho ciferny soudet davaji stejny zbytek pifi déleni tfemi.
Proto ¢islo a dava zbytek 2 + X + 8 + 3 = X + 13, ktery je stejny jako
zbytek pfi déleni tremi ¢isla X + 1. Podobné ¢islo b dava stejny zbytek
pfi déleni 3 jako ¢islo Y + 1, ¢islo ¢ dava zbytek stejny jako X + 2 a ¢islo
d dava zbytek stejny jako Y + 1. Cislo a + b je tak délitelné tiemi, prave
kdyz je délitelné tfemi i ¢islo

(X+1D)4+ Y +1)=X+Y +2.

Podobné ¢ —d je délitelné tiemi, praveé kdyz je tfemi délitelné i X —Y +1.
Obé ¢isla X +Y 42 a X —Y + 1 jsou zfejmé délitelnd 3 praveé tehdy,
kdyz jsou délitelna t¥emi i ¢isla

(X4+Y +2)+ (X —Y +1) = 2X + 3,
(X4+Y +2)— (X —Y 4+1) = 2Y +1.

Protoze X a 'Y jsou ¢islice, je ¢islo 2 X +3 délitelné tfemi pro X € {0,3,6,9}
a ¢islo 2Y + 1 je délitelné tiemi pro Y € {1,4,7}.

Existuje tak 12 dvojic &islic (X,Y"), kterd vyhovuji zadéni: (0;1), (0;4),
(0;7), (3;1), (3;4), (3;7), (6;1), (654), (6;7), (9;1), (9;4), (9;7)-

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndath z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z ETH
Ziirich.

Uloha 222

Je déna kruznice k1(S1;71) a bod S; jejiho vngjsku. Sestrojte kruznice
ka(Sa2;72) a k3(Ss;rs) tak, Zze soucasné plati: Sy je bodem usecky 5.3,
kruznice ko se vné dotyka kruznic k1 a k3 a vSechny tfi kruznice maji
spole¢nou vnéjsi teénu.

Sdrka Gergelitsovd
Reseni. Jestlize spoleéna vnéjsi tecna vSech tii kruznic je rovnobéznd
s pfimkou S71.53, potom poloméry vSech t¥i kruznic jsou shodné a bod S5 je
stfedem tisecky S1.53. Tato situace nastane pravé tehdy, kdyz |S1.S5| = 4r;.
Déle predpokladejme, ze |S1.S3| # 4r.

Necht V je prusecik spole¢né vnéjsi teény s ptimkou 5153, bez Gjmy na
obecnosti necht lezi na polopfimce opa¢né k polopfimce S;.53. Oznaéme
body dotyku jednotlivych kruznic se spoleénou vnéjsi te¢nou podle obr. 1
Tl) T2 a T3.
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Obr. 1

Ze zfejmych rovnosti
[S152| =r1+7ry a [S1S3]=r1+2ry+rs

plyne
ro = |5152| -7y a rz3= |S153‘ — 2‘3152| =+ 7.

Z podobnosti (pravoihlych) trojihelnikt V.S1T1, V.SoTs a V.S3T5 dosta-

vame
T1 T2 T3

VS|~ [VSs|  [VSs

tedy
T1 |SlSQ|7T1 - |51S3|*2|5152|+7'1

VSi|  |VSi|+1[5182] VS|4 [S155]

Odtud jiz ze znamé implikace

plyne
(IS182] —r1) —m (|1S155] — 2]S1 S| + 1) — 71

(VS +1919)) = [VSi| (V81| +[5185]) = VS|

tedy
|5152‘ — 2T1 . |5153| — 2|5152‘

15152 5153
(Stejnou rovnost bychom ziskali i v pfipadé, lezi-li bod V' na poloptimce
opacné k polopiimce S357.) Snadnou upravou tohoto vztahu pak dosta-
neme

|5152|2 =T \Sng|
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Protoze r1 a |S153] jsou zndmé hodnoty, vzdélenost |S1S3| snadno se-
strojime pomoci Eukleidovy véty o vysce. Po sestrojeni bodu Ss je dalsi
konstrukce ziejma:

Ozna¢me A # B pruseéiky piimky 5153 s kruznici k1, pficemz bod B je
bodem usecky S7.55. Sestrojime polokruznici s prumérem ASs a jeji pru-
se¢ik s kolmici k pfimce 5153 prochazejici bodem S; oznad¢ime P (potom
|S1P| = +/r1|5155]). V otoceni se stfedem S7 bodu P na tsecku S1.53 do-
staneme bod Ss. Sestrojime kruznici ko (S2;|S2B|) a jeji prisecik s pfimkou
5155 riizny od B oznac¢ime C. Nakonec sestrojime kruznici k3(Ss; |S3C)
(obr. 2).

Obr. 2

Spravnost této konstrukce plyne z diskuse a uloha mé jediné feSeni,
pfiGemz vyse uvedend konstrukce je spravnd i v piipadé |S1Ss| = 4r;.

Pozndmka. Dvojice kruznice ko a ki resp. k3 a ko jsou stejnolehlé se stie-
dem stejnolehlosti v bodé V' a totoznym koeficientem, pripadné jsou stej-
nolehlé se stejnym koeficientem a stfedy stejnolehlosti v bodech B resp. C.

Spravné feSeni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z ETH Ziirich.

Pavel Caldabek
* % ok

Upozornujeme ucitele matematiky, ze na webovych strankdch MFI je
uvefejnéno plné znéni dloh I. kola 66. ro¢niku Matematické olympiddy
(domaéci ¢ast), kategorie A, B a C.

188 Matematika — fyzika — informatika 25 2016



