Priloha Casopisu
MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA
Ro¢nik 25 (2016), ¢islo 3

Ulohy 1. kola (domaéci ¢4st)
66. ro¢niku MO (kategorie A, B, C)

KATEGORIE A

A-TI-1
Najdéte vSechna prvocisla p, pro néz existuje prirozené ¢islo n takové,
ze p" + 1 je tfeti mocninou nékterého pfirozeného ¢isla.
(Jan Mazak, Rdobert Toth)

A-1-2
Mame n? prazdngch krabic; kazd4 z nich mé &tvercové dno. Vyska i sitka
kazdé krabice je pfirozené ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}. Kazdé dvé krabice

se 1isi alespon v jednom z téchto dvou rozméru. Jednu krabici je dovoleno
vlozit do druhé, ma-li oba rozméry mensi a alesponi jeden z rozméri ma
alespon o 2 mensi. Takto mtzeme vytvorit posloupnost krabic vlozenych
navzajem do sebe (tj. prvni krabice je uvnit druhé, druhé krabice je uvnit¥
tfeti atd.). Kazdou takovou sadu ulozime na jinou policku. Uréete nejmensi
mozny pocet polidek potiebny k uskladnéni viech n? krabic.

(Peter Novotny)

A-1-3
e dan ostrouhly trojuhelnik ABC' s vyskami AK, BL, C M. Dokazte, Ze
trojuhelnik ABC' je rovnoramenny, pravé kdyz plati rovnost
|AM| + |BK| + |CL| = |AL| + |[BM| + |CK].

(Jaromir Simsa)
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A-T1-4

Najdéte vsechny funkce f: N — N, které maji pro kazdé pfirozené
¢islo m nasledujici vlastnost: pokud oznaéime di,ds,...,d, vSechny dé-
litele ¢isla m, plati

fldy) - f(d2) - ...~ f(dn) =m.
(Pavel Caldbek)

A-1-5
Uvnitt zédkladny AB rovnoramenného trojihelniku ABC' lezi bod D.
Zvolme bod E tak, aby ADFEC byl rovnobéznik. Na poloptimce opacné
k ED lezi bod F takovy, ze |EB| = |EF|. Dokazte, ze délka tétivy, kterou
vytind primka BE v kruznici opsané trojihelniku ABF, je dvojnasobkem
délky usecky AC.
(Jan Kucharik, Patrik Bak)

A-1-6
Reste v oboru realnjch ¢isel soustavu rovnic
k—a? =y,
k—y? =
k—2% = u,
k—u? =

s redlnym parametrem & z intervalu (0, 1).
(Jaroslav Svrcek)

KATEGORIE B

B-I-1
Kazdému vrcholu pravidelného 66thelniku pfitfadime jedno z cisel 1
nebo —1. Ke kazdé tiseCce spojujici dva jeho vrcholy (strané nebo th-
lopiiéce) pak pripiSeme soucin ¢isel v jejich krajnich bodech a vSechna
¢isla u jednotlivych tisecek seCteme. Urcete nejmensi moznou a nejmensi
nezapornou hodnotu takového souctu.
(Pavel Caldbek)
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B-1-2
Urcete v8echny dvojice (a,b) redlnych parametrl, pro néz mé soustava
rovnic

|z +y = a,
2yl —x =10
pravé tri feSeni v oboru realnych cisel, a pro kazdou z nich tato feseni

urcete.
(Jaroslav Svrcek)

B-1-3
Na kruznici k jsou zvoleny body A, B, C, D, E (v tomto poradi) tak, ze
plati |AB| = |CD| = |DE|. Dokazte, ze t&zisté trojuhelnikt ABD, ACD

a BDF lezi na kruznici soustfedné s kruznici k.
(Tomds Jurik)

B-14
Najdéte vSechna osmimistna cisla *2x0x1x6 se C¢tyfmi neznamymi [i-
chymi ¢islicemi vyznacenymi hvézdickami, ktera jsou délitelna ¢islem 2 016.

(Jaromir Simsa)

B-I-5

Je dén pravouhly trojuhelnik ABC s pieponou AB. Ozna¢me D patu
jeho vysky z vrcholu C a M, N pruseciky os thla ADC, BDC' se stranami
AC, BC. Dokazte, Ze plati

2|AM|-|BN| = |MN|?.
(Jaroslav Svrcek)

B-1-6
Urcete vSechna redlna ¢isla r takova, Ze nerovnost

a® +ab+ b3 > a® + b2

plati pro vSechny dvojice realnych ¢isel a, b, ktera jsou vétsi nebo rovna 7.
(Jan Mazdk)
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KATEGORIE C

C-I-1
Dokazte, ze pro libovolné realné ¢islo a plati nerovnost
2y L s
a*+ ———>a+1
a?—a+17~

Urcete, kdy nastane rovnost.
(Jaroslav Svréek)

C-1-2
Najdéte nejvétsi prirozené ¢islo d, které méa tu vlastnost, ze pro libovolné
prirozené ¢islo n je hodnota vyrazu

V(n) =n* +11n? — 12
délitelnd ¢islem d.

(Ales Kobza)

C-1-3
Pata vysky z vrcholu C v trojuhelniku ABC déli stranu AB v poméru
1 : 2. Dokazte, ze pfi obvyklém oznaceni délek stran trojuhelniku ABC
plati nerovnost
3la—b| <c.

(Jaroslav Svrcéek)
C-1+4

Naleznéte viechny trojéleny P(x) = ax? + bz + ¢ s celo¢iselnymi koefi-
cienty a, b a ¢, pro které plati

P(1) < P(2) < P(3) azaroveii P(1)?+ P(2)? + P(3)* = 22.
(Tomds Jurik)
C-1I-5
V daném trojuhelniku ABC' zvolme uvnitf strany AC body K, M
a uvniti strany BC body L, N tak, ze
AK| = [KM| = |MC,
|BL| = |LN| =|NC|.
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v/

Dale ozna¢me F priisecik thloptic¢ek lichobézniku ABLK, F priisec¢ik tihlo-
pricek lichobézniku K LN M a G prusecik tthlopticek lichobézniku ABN M.
Dokazte, ze body E, F' a G lezi na téznici z vrcholu C' trojahelniku ABC),
a uréete pomér |GF|: |EF]|.

(Sdrka Gergelitsovd )

C-1-6

a) Maruska rozmisti do vrcholtl pravidelného osmithelniku rtizné pocty
od jednoho do osmi bonbont. Petr si pak mize vybrat, které t¥i hro-
madky bonbonti d4 Marusce, ostatni si ponecha. Jedinou podminkou
je, ze tyto tfi hromadky lezi ve vrcholech rovnoramenného trojuhel-
niku. Maruska chce rozmistit bonbony tak, aby jich dostala co nejvice,
at uz Petr trojici vrcholt vybere jakkoli. Kolik jich tak Maruska za-
rucené ziska?

b) Stejnou tulohu Feste i pro pravidelny devitithelnik, do jehoz vrchold
rozmisti Maruska 1 az 9 bonboni. (Mezi rovnoramenné trojihelniky
fadime i trojihelniky rovnostranné.)

(Jaromir Simsa)
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