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Nevime, zda to byl timysl nebo ndhoda, zamér nebo nedopatieni, ze
slova mériti a mérent se nevyskytuji ve Standardech [5], materidlech, které
jsou od r. 2013 zavaznou piilohou Ramcovych vzdéldvacich programi zd-
kladniho vzdéldni. At tak, ¢ onak, je to podle naSeho ndzoru projevem
védomé ¢i nevédomé tendence nerespektovat ,necisty“ proces vznikani ma-
tematickych pojmu a postupi, ale orientovat se na hotovou ,,¢istou” mate-
matiku. A to navzdory tomu, co napsal klasik matematiky Henri Poincaré
(1842-1912) a co zduraziiuji soucasni filosoficky orientovani autofi Marie
Benediktovd Veétrovcovd a Pavel Krtous. Dovolime si pfipomenout jejich
slova.

»Zoologové Tikaji, ze embryonalni vyvoj zvifete opakuje ve velmi kratké
dobé celé déjiny jeho predki v rozsahu geologickych obdobi. Zda se, ze je
tomu stejné s vyvojem rozumu. Uc¢itel musi nechat projit zéka tim, ¢im pro-
§li jeho predci. Rychle, ale bez vynechani nékteré etapy. K tomu pak nam
maji byt prvnim voditkem dé&jiny védy“ [8, s. 33]. ,Neni tvofeni osnov,
tohoto planu, jak vytycit cestu ontogenezi matematiky, soucasti Sirsitho
fylogenetického planu daného evolu¢nim procesem, rozumeéjme procesem
povstavani a vznikani matematiky jako takové? Lze nahlizet na vzdélavani
v matematice jako na dé&jinami matematiky nastinénou (evoluéni) vétev,
kterd vyrustd na zakladé jakychsi skrytych predpokladu, jak se matema-
tika sama o sobé vyviji a jak na ni mame pohlizet?* [1, s. 173]. ,Prvni
matematické teorie — geometrie, aritmetika a elementarni teorie Cisel —
vznikaly pfi snaze porozumét nasemu svétu. Vznikaly jako néstroj pii-
mocafe pouzitelny na jevy okolniho svéta. Geometrické poucky jako po-
dobnost trojuhelnikt ¢i Pythagorova véta nevznikaly jako vyplody prace
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abstraktni matematiky, ale jako nastroj pro vymérovani redlnych atvaru.
Jejich pravdivost nebyla prvotné zalozena na dokazatelnosti z néjakych
axiomu, ale na tom, ze fungovaly pfi aplikaci na realny svét. Stejné tak
tomu bylo s ¢isly. Axiomaticka metoda pfisla do teorie ¢isel az dédvno poté,
co jsme cisla pochopili a porozuméli mnoha jejich vlastnostem. Pravé po-
rovnanim matematickych teorii se zkusenostnim svétem jsme ziskali pocit,
Ze matematické vyroky nesou obsah, Ze je lze pravdivostné ocenit|[6, s. 69].

Cilem tohoto ¢lanku je pfipomenout né€kolik moznych piistupt k dile-
zitému pojmu vzdalenost v matematické literature. V navazujicim ¢lanku
Pojem vzddlenosti ve skolské matematice se pak vratime k procesu meé-
feni délek a ukdzeme nékolik aplikaci pojmu vzdalenost ve vyucovani na
zékladni a stfedni skole.

Obsah i metody vyucovani matematice jsou v praxi ¢asto ovlivnény
hotovymi matematickymi strukturami, nékdy dokonce i axiomatickymi
systémy. Matematické vzdélavani, které respektuje historicky vyvoj ma-
tematiky, je praktikovano napf. v projektu realistické matematiky Freu-
denthalova istavu v Utrechtu. Podrobnéji o tom piSeme v publikaci [7].
Vychodiskem realistického pfistupu je predpoklad, ze zaci mohou a méli
by sami rozvijet matematické predstavy na zakladé praktickych zkusenosti
a problémt. Ideu dvojiho pfistupu k matematice podrobné rozebira Petr
Vopénka (1936-2015) v novém vydani Eukleidovijch Zdkladdi [3] v kapitole
Napinaci provazi. Tato praktickd geometrie (mé¥ictvi) byla provozovéna
dévno pred Eukleidem. Napinaci provazt nezkoumali idealni geometricky
svét. Pohybovali se ve svété redlném, zakladem jejich prace bylo méfeni
vzdalenosti jako podklad pro vypocet obsahil ploch a objemu téles. Jde
tedy o praktickou moudrost (phronesis) na rozdil od védeckého porozumeéni
(epistémé), na némz je zalozen deduktivni systém Fukleidovych Zdkladii.
Za piedstavitele prvniho pristupu lze povaZovat Aristotela, predstavitel
druhého je Platon. ,,Napinaci provazu ovladali svoje femeslo s obdivuhod-
nym mistrovstvim. Povazujeme-li méfi¢stvi za femeslo, neznamena to, ze
bychom mu chtéli upfit tviréi povahu. Pravé naopak, v femesle je casto
vice tvirél ¢innosti nez ve védé, nebot tvoreni je jeho hlavnim tkolem.“
To zduraznuje Vopénka v knize Rozpravy s geometrii.

Ucebnice geometrie pro jedenactiletou stfedni Skolu z r. 1954 autort
Jan Vysin, Zbynék Dlouhy, Josef Metelka a Alois Urban popisuje proces
méfeni tseCek na dvaceti strankich véetné Archimedova axiomu a na-
znaceni konstrukce velikosti tsecky jako redlného cisla, které mutize byt i
iracionalni.
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Soucasna ucebnice planimetrie pro gymnazia Evy Pomykalové proces
méfeni tsefek viibec nezmifuje, pouze pfipominé, ze délka tsecky AB je
vzdéalenost bodu A, B.

Jan Vysin v Elementdrni geometrii, uebnici planimetrie pro budouci
ucitele, vyslovuje v kapitole Velikost usecek a uhli definici:

Budiz kazdé tsecce prifadéno jediné nezaporné ¢islo. Toto ¢islo budeme
nazyvat velikosti (délkou) usecky, jsou-li splnény tyto podminky:

1. Shodné tsecky mayji stejné velikosti.

2. Soucet usecek mé za velikost soucet velikosti jednotlivych tsecek.

3. Urcita predem dand nenulové tisecka ma velikost 1.

V dalsim pak na péti stranach dokazuje jednoznacnost a existenci velikosti
tsecky ve tvaru redlného Cisla n,ninsng...ng ..., pricemz se odvolava na
teorii nekonecnych fad.
To je ,nejpoctivéjsi“ zpracovani tematiky velikosti tsecky v Ceské lite-
ratute, které je mné znamé. Slozity pristup k takto zdkladnimu pojmu
elementarni geometrie je podle mého nazoru disledkem eukleidovsko-hil-
bertovské axiomatiky, jak se v dalsim pokusime prokazat.

Eduard Cech (1893-1960) formuluje ve své udebnici [2] pro zékladni
skolu ptistup k délce tisecky takto: ,,Délku tsecky AB najdeme métitkem.
PriloZime méfitko tak, aby se jeho zacatek kryl tieba s bodem A, délku
potom ¢teme u bodu B.“ Tento pfistup povazuji za velmi vhodny, nebot
délka tsecky je urcena ,presné“ odpovidajicim bodem na métitku. Pii
realizaci procesu méfeni musime zpravidla zaokrouhlovat. Méfime-li napft.
na centimetry tsecky AB a C'D, které v milimetrech maji po fadé délky
34 mm a 44 mm, plati |AB| = 3 cm, |CD| = 4 cm a pro jejich soucet
dostavame velikost 7 cm, ackoliv s pfesnosti na milimetry mé tento soucet
velikost 78 mm. Velikost souctti tisecek tak neni soucet velikosti s¢itanych
usecek.

V Eukleidovych Zakladech vydanych cesky v roce 1907 a nové pak v roce
2007 ma délka, spolu s sirkou a dilem, které jsou slozkami praktické geome-
trie pfedeukleidovské éry, charakter primitivnich, nedefinovanych pojmii.
Pise se zde napt.: ,Bod jest, co nemé dilu. Cara je délka bez sitky. Hra-
nicemi ¢ary jsou body. Usecka je ¢ara, kterd se svymi body tahne rovné“
[3, s. 41]. Ackoliv pro praktickou geometrii a geometrii v sou¢asném po-
jeti je délka usecky cislo ziskané méfenim, jak jsem pfipomnél Vysinovym
zpracovanim, u Eukleida je tento pojem reprezentovan tseckou. Nahrazeni
méfené délky (tedy éisla) tiseckou (geometrickym dtvarem) popisuje ex-
plicitné J. B. Pavlicek v knize Zdklady neeukleidovské geometrie Lobacev-
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ského: ,Vzdalenosti dvou bodi budeme rozumét kazdou tsecku shodnou
s useckou spojujici oba body.“ Toto sepéti mérené délky s ¢islem je snad
nejlépe mozné vyjadrit ¢iselnou osou (méfitkem), jak jsem pfipomnél citaci
Cechovy ucebnice. V deskriptivni geometrii a mnohdy i ve stereometrii je
tento pristup bézny: délku tsecky umisténé v prostoru uré¢ime napf. sklo-
penim promitaciho lichobézniku nebo ,,pfenesenim® geometrického utvaru
do roviny, tedy nikoliv méfenim nebo vypoétem. Radu piikladii tohoto
postupu si ¢tenar snadno vyhleda v gymnazialnich ucebnicich deskriptivni
geometrie a stereometrie Fvy Pomykalove.

Na trovni matematiky dvacatého stoleti zpracoval eukleidovskou geo-
metrii némecky matematik David Hilbert v knize Grundlagen der Geo-
metrie z r. 1899. Hilbert rozligil pét skupin axiomi (axiomy incidence,
uspofddani (rozmisténi), shodnosti, spojitosti a rovnobéznosti). Pojem
vzdalenost se v Hilbertové axiomatice nevyskytuje. Zavedeni vzdalenosti
v takto budované geometrii jsem jiz pripomnél ve VySinové zpracovani.
Tato problematika je dosti slozita a nelze se divit, ze fada autorti hledala
k vzdalenosti ,schudnéjsi“ cestu.

Jiz v r. 1902 se snazil zavést axiomatiku s primitivnim pojmem vzda-
lenost rusky matematik Venjamim Fedorovi¢ Kagan (1869-1853). Patrné
pod silnym vlivem hilbertovského pristupu se toto pojeti uplatnilo az po
zavedeni pojmu metricky prostor, ktery r. 1906 definoval francouzsky ma-
tematik Maurice Fréchet takto:

Mnozina P spolu se zobrazenim d se nazyva metricky prostor, prave
kdyz kazdym dvéma prvkim X,Y € P je pfifazeno realné ¢islo d(X,Y)
splnujici tyto axiomy:

A VX,Y €P d(X,Y) >0,
Ay VXY € P d(X,Y)=d(Y,X),
Ag: VXY, Ze P d(X,Y)+d(Y,Z) > d(X,Z2).

Dnes je tento pojem vSeobecné piijiman. Geometrické utvary chapeme
jako Casti metrickych prostorti dimenze 2 nebo 3, tedy ne jako ,pouhé
mnoziny“, ale slozky struktury [P,d]. Predstavu o tseéce jako mnoziné
malych koralki navlecenych na niti, kterd se nékdy doporucuje, bychom
péstovat neméli. Body tisecky nebo roviny bychom méli interpretovat spise
jako ,mista‘ na rovné ¢are nebo v rovném terénu bez prekazek. Dokonce
i klasicky termin ,geometrické misto bodu“, ktery byl v éfe mnozinové
matematiky zavrzen, neni nevhodny.
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Vzdalenost jako primitivni pojem geometrické axiomatiky zavedl ame-
ricky matematik George D. Birkhoff v roce 1932. Obvyklé formulace pii-
slusnych axiomi zni:

Axiom vzdalenosti: Kazdé dvabody A, B maji uréitou vzdalenost |AB],
ktera je ddna nezdpornym realnym cislem.

Axiom meéritka: Existuje bijektivni zobrazeni f mnoziny bodt libovolné
primky p na mnozinu vSech realnych ¢isel tak, Ze pro libovolné body
A, B ptimky p plati |AB| = |f(B) — f(4)|.

Takovy pristup muzeme nalézt napt. v pracich Gustava Choqueta, Ale-
zeje Vasiljevice Pogorelova a Anny Zofie Krygowske.

Vzdalenost je dilezitym pojmem elementarni geometrie. Urcovani vzda-
lenosti méfenim dalo nejen nazev této discipliné v historii; tento pojem je
vyznamny i v soucasné matematice, jak jsem pripomnél definici metrického
prostoru. Snad vlivem ponékud akademického stylu v pojeti Eukleides—
Hilbert se mu dostava v soucasné skole relativné mald pozornost. K této
problematice se vratim v samostatném c¢lanku. Myslenky naznacené v tvo-
du tohoto prispévku by mély ovliviiovat praxi vyucovani smérem k ¢innos-
tem, k experimentovani, rysovani a modelovani. Muze to pfinést prohlou-
beni zajmu o matematiku u téch zaki, ktefi jsou spjati s konkrétni realitou
svych svétl a abstraktni mysleni jim déla potize. Matematika by pro tyto
zaky méla mit spiSe charakter femesla, nez abstraktni teorie, kterou se
v nékterych pripadech u¢i bez hlubsiho porozumeéni.
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