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Tradi¢ni kurzy pravdépodobnosti a statistiky na vSech trovnich vzdé-
lavani zacinaji piiklady z oblasti hazardnich her — hody minci, jednou ¢i
vicero kostkami, tahy cisel z osudi. Je to snad dano tim, ze pravé oblast
hazardnich her vedla k zajmu o nahodilost a potiebé jejiho popisu jazykem
matematiky. Pokud vsak pii vyuce u téchto piikladd ztistaneme a nedo-
jde na priklady ponékud zavaznéjsi, nabude velka ¢ast studentt dojmu, zZe
scela pravdépodobnost a statistika se vlastné zabyvaji jen malichernymi
problémy“. Cilem tohoto pfispévku je presvédcit ¢tenafe, ze navzdory vyse
uvedenému pfesvédceni je statistika velmi uziteénym néastrojem, ktery na-
pomahdé k rozvoji nejriznéjsich oblasti lidského védéni.

Uskali zobecniovani

Predmétem zkoumani statistiky jsou nejriznéjsi vztahy. Predstavme
si napfiklad prodejce, ktery prodava néjaké piistroje (napf. fotoaparaty)
dvou riznych typu. Vede si zaznamy o tom, zda u prodanych kust doslo
v zaru¢ni dobé k poruse a nasledné reklamaci ¢ nikoliv. U typu A, kterého
se prodalo 200 kust, zaznamenal ¢tyii reklamace, u typu B, kterého se
prodalo 100 kusti, jen jednu. Reklamovéna byla tedy 2 % pfistroj typu
A a1 % pristrojt typu B. Lze tedy ¥ici, Ze typ A je obecné poruchovéjsi?
Slivkem obecné zde minime skutecnost, ze pro dalsi (zatim neprodané)
vyrobky bude opét poruchovost typu A vySsi nez typu B.

Vyrobek typu A se jevi jako vice poruchovy, a to dvojnasobné oproti
typu B. Kdyz by v8ak bylo byt jen o jednu reklamaci typu B vice, byly
by u obou typt vyrobku 2 % reklamaci. Nezd4 se tedy fér tvrdit néco
obecného na zakladé tak malého rozdilu v pozorované poruchovosti.

Predstavme si jesté nekolik dalsich situaci. V tabulce 2 je popsana si-
tuace, kdy jsou pocty reklamaci vyssi nez v tabulce 1, ale stale plati, ze
poruchovost typu A je dvojndsobné oproti typu B (20 % oproti 10 %).
Tomuto rozdilu jiz budeme ptikladat vétsi vyznam, nebot zména jednoho
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¢i dvou pozorovani nebude znamenat zasadni zménu nasich zavérta o poru-
chovosti. V situaci prezentované v tabulce 3 si pak jiz mtzeme byt rozdil-
nosti v poruchovosti jednotlivych typ® dost jisti. Procentualni zastoupeni
reklamovanych vyrobkt je sice stejné jako v predeslé situaci, ale mame
podstatné vice pozorovani.

Tabulka 1 Cetnost reklamaci u jednotlivich typt piistroje

Tabulka 2 Cetnost reklamaci u jednotlivych typt piistroje (situace s vyssi

reklamace | bez zavad | celkem
typ A 4 196 200
typ B 1 99 100
celkem 5 295 300

poruchovosti)
reklamace | bez zavad | celkem
typ A 40 160 200
typ B 10 90 100
celkem 50 250 300

Tabulka 3 Cetnost reklamaci u jednotlivych typt piistroje (situace s vyssi

poruchovost{ a vy$§im poctem pozorovani)

reklamace | bez zavad | celkem
typ A 400 1600 2000
typ B 100 900 1000
celkem 500 2500 3000

Otézka, kterou si ve vSech tfech vyse uvedenych situacich klademe, je
stejnd: ,Muze byt pozorovana rozdilnost v poruchovosti dvou typt pti-
stroje ndhodné, nebo jde o obecné pravidlo?“ Statistika dava ,navod“, jak
tuto otazku zodpoveédét.

Od oznacéeni k hypotéze
U zadného z pfistroji nevime pfedem, zda bude reklamovan ¢i niko-

liv. Vyskyt zavady tedy lze povazovat za ndhodny jev. Miru porucho-
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vosti pristroji muzeme vyjadiit pomoci pravdépodobnosti vyskytu za-
vady. Budeme ji znaéit P(Z). Je-li naptiklad P(Z) = 0,1, znamend to,
ze k zavadé dojde u piiblizné 10 % vyrobki. Poruchovost miize zaviset na
typu vyrobku. Ozna¢me proto P(Z|A) pravdépodobnost vyskytu zévady
u vyrobki typu A a P(Z|B) pravdépodobnost vyskytu zavady u vyrobki
typu B.

Zajimé nas, zda je obecné pravdépodobnost vyskytu zavady u vyrobka
typu A stejna jako u vyrobku typu B, tedy zda plati

P(Z|A) = P(Z[B). 1)

V takovém ptipadé pravdépodobnost vyskytu zavady nezdvisi na typu
vyrobku.

Naprosto zésadni je uvédomit si, ze pravdépodobnosti P(Z|A) a P(Z|B)
nezndme. Mame k dispozici pouze jejich odhady uc¢inéné na zakladé nasich
pozorovani, a to

P(Z]A) odhadneme hodnotou 4/200 = 0,02,

P(Z|B) odhadneme hodnotou 1/100 = 0,01.

To, Ze se mezi 200 jiz prodanymi vyrobky typu A vyskytly 4 zavady totiz
neznamend, %e se v dalSich 200 prodanych vyrobcich typu A opét vyskyt-
nou presné 4 zavady. Ocekavame sice, ze by jich mohlo byt kolem ¢tyt, ale
mirné vétsi ¢i mensi pocet je jisté mozny také.

Otézka, zda je pozorovani rozdilnost v poruchovosti dvou typu pii-
stroje nahodnd, nebo jde o obecné pravidlo, je vlastné otazkou, zda plati
rovnost (1). Skutecnost, Ze plati rovnost (1), je n&jaka hypotéza, konkrétné
jde o hypotézu nezdvislosti poruchovosti a typu vyrobku. Ta mtze a nemusi
byt pravdiva. O jeji pravdivosti chceme rozhodnout na zakladé nami udi-
nénych pozorovani. Konfrontace hypotézy (rovnost (1)) s daty (tabulka 1)
je prikladem jednoho z hlavnich tkolt statistiky — testovdni hypotéz.

Trocha poéitani (od otézek k odpovédim)

Uvazujme situaci, uvedenou na zacatku, tedy celkem 5 reklamaci u cel-
kem 300 pfistroja, z nichz 2/3 jsou typu A a 1/3 typu B. Pokud by hypo-
téza platila, oekdvali bychom, Ze stejné zastoupeni (tj. 2/3 a 1/3) jednot-
livgch typt bude i mezi reklamovanymi, avSak 2/3 z 5 nejsou celé éislo.
Tti reklamace u typu A a dvé u typu B je tedy mozZnost blizkd nasim
oc¢ekavanim vychézejicim z predpokladu nezavislosti. Drobné kolisdni jsou
vSak jisté diky ndhodé mozna.
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Ozna¢me symbolem X pocet reklamaci u typu A. P¥i celkovém poctu
pét reklamaci mize nastat jen jedna ze Sesti nasledujicich moznosti: X = 0
(pokud vSech pét reklamaci je u typu B), X =1, X =2, X =3, X =4,
nebo X =5 (pokud vsSech pét reklamaci je u typu A). Tyto moznosti vSak
nejsou stejne pravdépodobné. Jiz jsme si ukazali, ze pokud plati hypotéza
nezavislosti, bude s velkou pravdépodobnosti hodnota X blizka 3.

Vypocet pravdépodobnosti jednotlivych moznosti je dan vzorcem

(200) ( 100 >

k 5—k

PX=k=——4—""2% Ek=0,1,2,...,5. 2

(X =) o k=012, )
5

Ve jmenovateli je pocet vsech moznosti, které z 300 pfistroji mohou byt

témi péti reklamovanymi. Tyto moznosti jsou za platnosti hypotézy stejné

pravdépodobné. V citateli jsou zapocteny uz jen moznosti, kdy nastane

jev X = k. Je celkem (220) moznych k-tic pokaZenych pfistroju typu A a

ke kazdé k-tici existuje (512(,1) moznych (5 — k)-tic pokazenych pfistroju

typu B.

Po dosazeni hodnot k£ =0, ...,5 do vzorce (2) dostaneme pravdépodob-
nosti shrnuté v tabulce 4.

Tabulka 4 Pravdépodobnosti vypoctené podle vzorce (2)

k 0 1 2 3 4 5
P(X =k) || 0,004 | 0,040 | 0,164 | 0,332 | 0,330 | 0,129

Je-li alternativou k na$i hypotéze moZnost, Ze pfistroje typu A jsou
poruchovéjsi, tj. P(Z|A) > P(Z|B), svéd¢i ve prospéch této alternativy
vysoké hodnoty X.

Stéale predpokladame, Ze plati hypotéza nezavislosti. Predpokladanou
hypotézu nazyvame nulovou. PoloZme si nyni otazku, nakolik ,extrémnim®
vysledkem (svédéicim ve prospéch alternativy) je za tohoto predpokladu
nase pozorovani X = 4. Tedy, s jakou pravdépodobnosti dojde k tomu, ze
z péti porouchanych pfistroji budou ¢étyfi nebo vice typu A. Vypocteme
proto

P(X >4) = P(X = 4) + P(X = 5) = 0,330 + 0,129 = 0,459.
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Cty¥i nebo vice poruch je tedy pomérné oéekavany vysledek (cca 46 %),
i kdyz hypotéza plati. Poznamenejme, Ze jsme se pravé seznamili s tzv.
Fisherovym faktoridlovgm testem. Hodnoté pravdépodobnosti, kterou jsme
vy¢islili na 0,459 se k& p-hodnota (anglicky p-value).

Kdyby byla p-hodnota prili§ nizka, napt. 0,001, odmitli bychom hy-
potéze nadale vérit, tj. fekli bychom, ze hypotézu nezdvislosti zamitdame.
Uvédomme si, ze se muze stat, ze zamitneme i platnou hypotézu. Napii-
klad vyse uvedena pravdépodobnost 0,001 je sice mala, za platnosti nulové
hypotézy vsak asi v jednom z tisice pripadi takovy vysledek nastane a my
hypotézu zamitneme nespravne.

Statistici tedy védi, Ze se pfi zamitnuti (ale i pfipadném nezamitnuti)
hypotézy mohou dopustit chyby. Védi ale, ze k tomu dojde jen s ma-
lou pravdépodobnosti. Dokonce mohou tuto pravdépodobnost kontrolovat,
a to volbou parametru « v nésledujicim rozhodovacim pravidle: Je-1i

p-hodnota < «, pak zamitame hypotézu,
p-hodnota > «, pak nezamitdme hypotézu.

Pravdépodobnost chybného zamitnuti hypotézy, ktera plati, je pak nej-
vyse a. Hodnotu tohoto parametru sami dopfedu zvolime. Obvykle se voli
a = 0,05, tj. prfipoustime 5% pravdépodobnost zamitnuti platné hypotézy.
Parametru « se tikéd hladina testu.

Vratme se jesté k tabulkdm 2 a 3. Pro tabulku 2 je p-hodnota 0,019.
Pro tabulku 3 pak vyjde p-hodnota fadové 10~'3. V obou p¥ipadech je
tedy p-hodnota mensi nez obvykla hodnota o = 0,05. Znamena to, Ze
v situacich popsanych v tabulkich 2 a 3 zamitame hypotézu nezavislosti
na hladiné 5 %. Zatimco v situaci popsané v tvodu (tabulka 1) rozdil
v poruchovosti neni statisticky vyznamny, v obou dalsich situacich uz nase
pozorovani poskytuji dost silny argument k tomu, abychom mohli tvrdit,
7e typ A je obecné poruchovéjsi nez typ B.

Priklady z oblasti psychologie a mediciny

V predeslé c¢asti jsme se sezndmili s jednou statistickou technikou —
Fisherovym faktoridlovym testem nezavislosti. Nyni si ukdzeme dvé situ-
ace, v nichz je mozné tento test vyuzit.

Priklad z oblasti psychologie
Daniel Kahneman predstavuje v knize Myslent rychlé a pomalé [2] sviyj
pohled na to, jak se generuji intuitivni ndzory na slozité zalezitosti. Tvrdi,
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ze pokud nasSe intuice nenajde na néjakou obtiznéjsi otazku rychle uspo-
kojivou odpovéd, vyhled4 souvisejici otdzku, kterd je snazsi, a na tu pak
odpovi. Tento fenomén nazyva substituct.

Kahneman cituje némeckou studii, jejimiz Gcastniky byli studenti, kteri
méli odpovidat na dvé otazky:

e Jak jste v posledni dobé spokojeni?
e Kolikrat jste byli za posledni mésic na rande?

Realizatori studie chtéli zjistit, zda odpovédi na tyto otazky spolu souvi-
seji. Zjistili vSak (pomérné prekvapivé), Ze nikoliv. Evidentné studentim
pfi otazce na jejich spokojenost nepfisly schiizky na mysl. Jiné skupiné
byly poloZeny tytéz otazky, ale v opa¢ném poradi:

e Kolikrat jste byli za posledni mésic na rande?
e Jak jste v posledni dobé spokojeni?

Vysledky byly zcela odlisné. Zjistila se tizka vazba mezi mirou spokoje-
nosti a po¢tem schiizek.
Kahneman tyto vysledky vysvétluje tim, ze zde slo o substituci:

Randéni zjevné nepredstavovalo ustredni prvek Zivota téchto stu-
denti . .., ale kdyZz byli nejprve dotdazdani na milostny Zivot, vyvolalo
to v mich urcitou emocni reakci. Studenti, kteri méli hodné schizek,
st pFipomnéli tento Stastny aspekt svého Zivota, zatimco tém, ktert
schuzky neméli, to pripomenulo jejich osamélost nebo neprijemné
zkusenosti s odmitnutim. Emoce vzbuzené otdzkou na schizky jeste
meli vsichni v mysli, kdyZ odpovidali na dalsi otdzku o své celkové
spokojenosti.

Pojdme se nyni podivat, jak mohla tato studie vypadat. Zjednodu-
sime odpovédi student ohledné spokojenosti na spokojen a nespokojen, a
ohledné schiizek na mél a nemél.

Tabulka s ¢etnostmi jednotlivych kombinaci pro skupinu, ktera nejprve
odpovidala na otazku tykajici se $tésti, by mohla vypadat jako tabulka 5.
Tabulka 6 pak udava cetnosti jednotlivych kombinaci odpovédi pro sku-
pinu, kterad nejprve odpovidala na otazku tykajici se schtizek.

Jestlize pouzijeme dfive uvedeny Fishertv test nezavislosti, dospéjeme
k p-hodnoté 0,253 pro skupinu 1 a 0,001 pro skupinu 2. Zatimco v prvnim
pripadé tedy hypotézu nezévislosti nemiizeme zamitnout, u druhé sku-
piny je vyznamné vySsi zastoupeni Stastnych ve skupiné téch, ktefi méli
schiizku, oproti skupiné téch, ktefi schiizku neméli.
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Tabulka 5 Pocty studentti podle jejich odpovédi tykajicich se Stésti a
schtizek — skupina 1

stastny | nestastny | celkem
mél schiizku 20 40 60
nemél schiizku 10 30 40
celkem 30 70 100

Tabulka 6 Pocty studenttt podle jejich odpovédi tykajicich se Stésti a
schtizek — skupina 2

stastny | nestastny | celkem
mél schizku 25 35 60
nemél schizku ) 35 40
celkem 30 70 100

Priklad z oblasti mediciny

Prisel vam piedesly vysledek zajimavy? Nasledujici piiklad bude nejen
zajimavy, ale vysledek zde zjistény je i velice dtilezity.

Vizkumnici z Ustavu hematologie a krevni transfuze v Praze ve spo-
lupraci s nékolika dalsimi pracovisti sbiraji a analyzuji data tykajici se
zhoubnych nadorid hlavy a krku. Podafilo se jim ukazat, ze pacienti, ktefi
maji virovy ptvod zhoubného nadoru (jde o tzv. papilomaviry) maji vy-
znamné lepsi progndzu preziti. V tabulce 7 jsou pacienti rozdé€leni jednak
podle HPV pozitivity! (tj. pozitivni pacienti maji papilomavirovy ptivod
nadoru) a jednak podle toho, zda pfezili tii roky od diagndzy.

Tabulka 7 Pocty pacientti podle pteziti doby 3 let od diagnézy a podle
HPYV pozitivity.

prezil | zemfel | celkem
HPYV pozit. 66 17 83
HPV negat. 45 63 108
celkem 111 80 181

Test nezavislosti hovoii jasné: p-hodnota = 9 - 1078 < 0,05. Pacienti
s virovym ptuvodem nadoru maji vyznamné vyssi pravdépodobnost preziti

1Zkratka HPV pochazi z anglického ozna¢eni human papilloma virus.
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doby tii let od diagndzy. V analyze této datové sady samoziejmé musi
statistik zohlednit i dalsi dtlezité faktory, které maji ¢i mohou mit vliv
na délku preziti pacienta, jako jsou naptiklad vék, pohlavi nebo, zda jde
o kuidka ¢i nekuraka.

Vyzkumnou zpravu shrnujici zjisténé vysledky se podarilo publikovat
v prestiznim ¢asopise International Journal of Cancer [3]. Pfedmétem dal-
stho zkoumani je, zda pacienti HPV pozitivni reaguji jinak na rtizné typy
1écby nez pacienti HPV negativni. Takova skutec¢nost by mohla vyrazné
napomoci v rozhodovani o zpiisobu terapie.
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Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadani dalsi dvojice tloh. ReSeni novych tloh 227 a 228 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 11. 2016 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfi@upol.cz.

Uloha 227
Je dan pravouhly trojuhelnik ABC, pro jehoZ odvésny plati nerovnost
|AC| > |BC|. Necht D je prisecik osy vnitiniho Ghlu pfi vrcholu C s pie-
ponou AB a E, F necht znadi po fadé stfedy kruznic opsanych trojihelni-
kim BDC, ADC. Dokazte, Ze pruseéik P osy vnitiniho thlu pfi vrcholu
A a pfimky EF je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku CDE.
Jaroslav Svréek € Waldemar Pompe (Warszawa)
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