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Poznamka k silam ptsobicim
na kyvadlo

OLDRICH LEPIL

Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Piispévek V. Zéka [I] je analjzou metodickych postupt pii interpretaci
sil, které ptisobi na (matematické) kyvadlo. Ponévadz pfedmétem analyzy
jsou i udebni texty, na nichZ jsem se autorsky podilel [8-10, 12-15, 18],
vyjadfim se k problematice uciva o kyvadle obséahleji. Pfedevsim je tfeba

1Cisla odkazti v textu odpovidaji citacim literatury v ptispévku V. Zaka [I]. Pro
prehlednost jsou odkazy na literaturu v tomto pfrispévku oznaceny fimskymi ¢islicemi.
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si uvédomit, ze vyznam uciva o kyvadle byl dan historicky tim, ze pred-
stavuje princip, na némz je zaloZena funkce mechanického ¢asomérného
zafizeni — hodin, jejichz konstrukce Huygensem v 17. stoleti znamenala
revoluci v méfeni ¢asu. Proto je v teorii kyvadla vénovana takova pozor-
nost presnosti uréeni jeho periody. Tento vyznam jiz kyvadlo definitivné
pozbylo a stézi bychom hledali néjaké jiné praktické vyuziti kyvadla v po-
dobé znamé ze stfedoskolskych ucéebnic fyziky, popt. soudobou technologii
jako dtvod, pro¢ by znalost teorie kyvadla méla patfit k vSeobecnému
vzdélani.

Opodstatnéni toho, aby nase ucebnice fyziky jesté ucivo o kyvadle ob-
sahovaly, vidim v jeho didaktickém vyznamu. Ten spociva v tom, ze jde
o jednoduchy, snadno realizovatelny objekt, na némz lze velmi dobie ob-
jasnit pojem kmitavy pohyb a jeho harmonicky pribéh (i kdyz jsem stale
presvédéen, Ze pruzinovy oscilator tuto funkci plni lépe). Pochopeni pod-
minek vzniku a zadkladnich charakteristik harmonického kmitani kyvadla
miuZe byt vhodnym prekonceptem k lepsimu pochopeni v soucasnosti pod-
statné vyznamnéjsiho, ale z poznavaciho hlediska abstraktnéjsiho elektro-
magnetického kmitani.

Tento piistup k ucivu o kyvadle se odrazel i v tom, Ze v uéebnici [18],
ktera byla pokusem o modernéjsi vyklad periodickych déji v podobé inte-
grované poznatkové soustavy uciva o mechanickém a elektromagnetickém
kmitani, téma kyvadlo zpracovano neni. S kyvadlem se zde zak setka jen
v podobé ilustrace pojmu mechanicky oscilétor (dtisledné neni v textu po-
uzito slovni spojeni matematické kyvadlo). V teoretickém cviceni se pak
feSenim konkrétniho ptrikladu dospéje ke vztahu pro periodu kmitéani kyva-
dla a didakticky potencial kyvadla je vyuzit v laboratornim cviceni. V ném
je zakovskym experimentem ovérovana zavislost periody kmitani kyvadla
na jeho délce. Cenna je také moznost, urcit pomoci kyvadla pfibliznou hod-
notu tihového zrychleni. Jiné zdtvodnéni, pro¢ by kyvadlo mélo v nasich
ucebnicich setrvat, nevidim.

Je ovSem tieba dodat, Ze na vyssi Grovni fyzikalniho vzdélavani muze
byt kyvadlo vychozim modelem i slozitéjsich systémii, jako je tfeba kmi-
tani vazanych osciladtorti — spfazenych kyvadel. Jinym piikladem je kyva-
dlo se zavésem v podobé lehké tuhé tyce, jehoz pohyb v roviné nemusi
byt omezen na malé vychylky, jak to pozadujeme u matematického kyva-
dla, ale jeho pocatecni thlova vychylka mutze byt az 180°. Takové kyvadlo
(rotator) mize konat kruhovy pohyb s proménnou tihlovou rychlosti a je
modelem dynamického systému, ktery kmitd anharmonicky. Obdobnym,
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¢asto prezentovanym modelem je také dvojité kyvadlo jako priklad sys-
tému vykazujiciho chaotické chovani (viz [II], kap. 7).

Vyvoj didaktickych systémt uéiva ma velmi znacnou setrvacnost a tak
na pocatku 90. let minulého stoleti vznikl urcity tlak zejména ze strany
uliteld z praxe, vratit se k tradiéni struktufe uciva, jak se formovala jesté
v 2. poloviné 19. stoleti. Ustupkem tomuto tlaku je vznik souboru tema-
tickych uéebnic a mezi nimi i uéebnice [9], v niz je u¢ivo o mechanickém
kmitéani spole¢né s mechanickym vinénim a akustikou. Dalsim krokem zpét
ke koncepci, kterd odpovida uspotradani uciva v prvnich povéleénych os-
novéach fyziky pro gymnazium, je Ramcovy vzdélavaci program gymnazi-
alniho vzdélavani [2], kde je kmiténi soucasti tematického celku ,,Pohyby
téles a jejich vzajemné ptsobeni® a je vymezeno heslem ,kmitani mecha-
nického oscilatoru, jeho perioda a frekvence® (s. 28). Je tedy na uditeli, zda
svij vyklad bude opirat o pruzinovy oscilator nebo kyvadlo a zda viibec
kyvadlo do uciva zatadi.

Aby mél uditel tuto moznost volby, je v uéebnici [8] podrobnéji nez
v uebnici [18] zpracovano jak kmitani pruzinového oscildtoru, ktery ma
jasnou prioritu, tak kyvadlo, véetné jeho abstrakce v podobé matematic-
kého kyvadla, bez dal$i ndvaznosti na vyklad kmitani fyzického kyvadla,
které v soucasnosti stredoskolskym ucivem neni. Pro jeho smysluplny vy-
klad neni totiz v potiebném rozsahu vylozen pojem moment setrvacnosti

Teorie kyvadla ve stiedoskolském ucivu plni t¥i zakladni cile s obecnéj-
$im vztahem k dal$im poznatkim:

1. Kyvadlo je prikladem mechanického oscilatoru, ktery kmita harmo-

nicky.

2. Perioda vlastniho kmitan{ kyvadla je funkci jeho parametru (délky) a
nezdvisi na poc¢ateénich podminkach (na amplitudé vychylky a ener-
gii oscilatoru v pocateénim okamziku).

3. Pohyb kyvadla (netlumeného harmonického oscilatoru) charakteri-
zuji periodické pfemény dvou forem mechanické energie.

Tim se dostavame k problému grafického znazornéni vektorovych veli-
¢in, na jejichz interpretaci je dalsi vyklad zalozen. Miuzeme zvolit tieba
méné Casty a matematicky ponékud narocnéjsi metodicky postup s uzitim
zdkona zachovani energie (viz napt. [III], s. 11) a vystaéime s jednodu-
chym vyobrazenim s jedinou vektorovou veli¢inou — rychlosti v (obr. 1).
Odvodime tak vztah pro periodu T kyvadla, ale zistavaji ponékud skryty
dikazy o harmonickém pohybu kyvadla a jeho ¢asovém pribéhu. Proto je
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vhodnéjsi a castéjsi postup, kterym dokazeme, ze na téleso kyvadla pisobi
harmonicky proménna sila. K tomu nam v podstaté postacuje zjistit, ze
touto silou je slozka F tihové sily Fi do sméru teény k trajektorii (obr. 2,
[ITI]). Ve vztazné soustavé (Ozy) se tato slozka méni podle funkce sinus
(F = —mgsina), z ¢ehoz intuitivné vyplyva, ze také odpovidajici kine-
matické veli¢iny pohybu kyvadla se budou ménit podle funkce sinus, popf.
kosinus. Vyklad zalozeny na tomto diagramu sil nutné nevyzaduje, aby
jako vychozi situace byla volena krajni poloha zavazi odpovidajici ampli-
tudé vychylky kyvadla.

1\
\\
N,
AY
N
\
\ g
N
\\
N
AN
Tm \
N =20
., e
Obr. 1 Obr. 2 Fa

Jestlize cilem vykladu je jen ukézat, Ze pri¢inou harmonického kmitani
kyvadla je periodicky proménni sila, ma podle mého soudu smysl zabyvat
se jen nalezenim této sily a nekomplikovat vyklad silami, na nichz veli-
kost a smér sily zpisobujici harmonicky pohyb nezavisi. Proto je zrejmé
nejjednodussi, zvolit jako vychozi situaci, odpovidajici obr. 1 v [I]. Za ekvi-
valentni lze povazovat i nalezeni tzv. ,vratné“ sily slozenim tihové sily a
tahové sily vldkna (obr. 3a v [I]), nebo pomoci vektorového zndzornéni
vsech téchto sil, jak je tomu na obr. 2a. Vlozenim klicovych hesel kyva-
dlo nebo pendulum, popt. fadenpendel nebo mathematisches pendel do
vyhledavace se snadno presvédcéime, ze takto resi vyklad kmitani kyvadla
naprosta vétsina ucebnich textu.
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Pozndmka.V této souvislosti pfipomenu, ze termin matematickeé kyvadlo,
oznacujici abstraktni model ,hmotného bodu zavéseného na nehmotném
v1dkné“, se v anglicky psanych textech pouziva jen v mensi mife (mathema-
tical pendulum). NejGastéji se setkdvame s obecnym terminem pendulum,
jehoz elementarnim piikladem je simple pendulum. To potvrzuje i uryvek
origindlu zndmé ucebnice [IV], jejiz ¢esky preklad [16, 17] je rovnéZ sou-
¢asti analyzy v [I] (obr. 3). Prekladatelé zde termin pendulum i simple
pendulum ztotoziuji s terminem matematické kyvadlo [17, s. 418].

13.4_- THE PENDULUM

(@ The simple pendulum is another mechanical system that exhibits periodic mo-
811 tion. It consists of a particle-like bob of mass m suspended by a light string of
length L that is fixed at the upper end, as shown in Figure 13.12. The motion oc-
curs in the vertical plane and is driven by the force of gravity. We shall show that,
provided the angle # is small (less than about 10°), the motion is that of a simple
harmonic oscillator.
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Figure 13.12 When s small, a
simple pendulum oscillates in sim-
ple harmonic motion about the
equilibrium position § = 0. The
restoring force is mgsin 4, the com-

The forces acting on the bob are the force T exerted by the string and the
gravitational force mg. The tangential component of the gravitatonal force,
g sin 6, always acts toward @ = 0, opposite the displacement. Therefore, the tan-

gential force is a restoring force, and we can apply Newton’s second law for mo-
tion in the tangential direction:
S g A

Fp=—mgsin @ = m—~

t g il
where s is the bob’s displacement measured along the arc and the minus sign indi-
cates that the tangential force acts toward the equilibrium (vertical) position. Be-
cause s = L (Eq. 10.1a) and L is constant, this equation reduces to

4%

dr*

£ .
= —£gng
-sin

The right side is proportional to sin @ rather than to #; hence, with sin §
present, we would not expect simple harmonic motion because this expression is

ponent of the gravitational force

not of the form of Equation 13.17. However, if we assume that 6 is small, we can
tangent to the arc.

use the approximation sin § = #; thus the equation of motion for the simple pen-

Obr. 3

Od zminénych vektorovych diagrami se odlisuje obr. 3b a 3c v [I], kdy
neni téleso kyvadla v krajni poloze a ma tedy nenulovou rychlost. Dis-
kutovanym problémem je v tomto pfipadé dalsi sila piisobici na téleso
kyvadla, kterou je z hlediska inercidlni vztazné soustavy dostfediva sila.
Tato sila zvétsuje tahovou silu vldkna a vyslednice vSech pusobicich sil
jiz nema smér tecny k trajektorii kmitajiciho télesa. Smér vyslednice se
od te¢ného sméru odchyluje a v rovnovazné poloze, kdy ma téleso nejvétsi
rychlost, mifi k bodu zavésu kyvadla. Velikost vyslednice dosahuje minima
a tangencialni slozka tihové sily je nulova.

Snadno to lze ukazat poc¢itacovym modelem, jehoZ program vsechny pu-
sobici sily zohlednuje, a zobrazuje jejich vektorovy soucet. Smér vyslednice
v8ech sil je patrny ze sméru zobrazeného vektoru zrychleni (obr. 4, [V]).
Podobné zobrazuje kmitani kyvadla aplet [VI] (obr. 5). Je ovSem otazka,
zda je Ucelné tak podrobnym rozborem pohybu kyvadla Zaka zatézovat a
vyslednici vSech pusobicich sil ho vlastné mast, kdyz vime, Ze tecna sila,
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ktera je pro harmonicky pohyb kyvadla urcujici, dostfedivou silou ovliv-
néna neni. Dostfediva sila je v kazdém okamziku k trajektorii kmitajiciho
télesa kolma a tudiz nema tecnou slozku.

V77774

Obr. 4 Obr. 5

T kdyz se zcela ojedinéle vektorovy diagram zohlednujici dostfedivou silu
v nékterych zahrani¢nich stredoskolskych ucebnicich objevuje, v zadné se
vSechny zobrazené sily do teorie kmitani kyvadla nezahrnuji. Takové vyob-
razeni najdeme napf. v ucebnici [VII, s. 12] (obr. 6), uréené pro rozsifenou
vyuku fyziky na ruské stfedni skole. Zakresleny jsou zmény velikosti tahové
sily F, vldkna v pribéhu jednoho kyvu, ale v textu neni k témto zménam
zédné vysvétleni. Ve skutecnosti se ponékud meéni také velikost sily F,, coz
ovSem z obr. 6 patrné neni.

0

Obr. 6

Absence dostiedivé sily pfi vykladu teorie kyvadla odpovida skutec-
nosti, ze matematickému kyvadlu jako modelu harmonického oscilatoru
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odpovida jeho linearizovand podoba (viz napt. [4, s. 104]). Je to tedy sys-
tém, ktery kmita s malou amplitudou vychylky ¢y, pfi niz sin ¢y, ~ @y
(v radidnech). Jen v tomto ptipadé m4 diferencialni rovnice popisujici po-
hyb kyvadla jednoduché feseni, kterym je rovnice harmonického pohybu
s periodou kmitani Ty = 27‘[%. Jestlize je amplituda vychylky kyva-
dla vétsi, zvétsuje se i perioda T kmitani (7" > Tp) a kmitani jiz neni
presné harmonické. Relativni odchylka periody AT /Ty =~ 0,25 sin® (¢ /2).
Na obr. 7 je graficky znazornéna relativni odchylka skutecné periody ky-
vadla pfi rostouci amplitudé tthlové vychylky. Pro nékteré tihly je relativni
odchylka periody (T — Tp)/Tp redlného kyvadla uvedena v tabulce 1.
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
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Obr. 7
Tabulka 1

om (°) 5 [ 10 ] 20 [ 30 [ 60
BT 100 (%) | 0,05 | 0,19 [ 0,77 [ 1,74 | 7,28

Graf potvrzuje v uéebnicich uvadény pozadavek, aby amplituda thlové
vychylky ¢, < 5° &~ 0,1 rad. Relativni odchylka linedrné rostouci hodnoty
Om asin @y, je 0,12 % a relativni odchylka periody kyvadla je fadu 1072 %.
Ve skolské praxi z divodu nézornosti obvykle uvazujeme kyvadlo s vétsi
pocatecni vychylkou a relativni odchylku periody kyvadla, kterd obvykle
neptekrodi 2,5 %, tolerujeme. Ov8em i potom je dostedivd sila mala (viz
déle). P¥i skolnich experimentech se zavazim zavéSenym na vldkné bychom
tento mechanicky oscilator méli oznacovat spise nez jako matematické ky-
vadlo slovnim spojenim tfeba jednoduché kyvadlo, jak je to pouzito napf.
v uéebnici [IV].

V Ceskych ucebnicich se rovnéz objevuji vyobrazeni, ktera naznacuji
i situace mimo krajni polohy kyvadla. Jako piiklad poslouzi vyobrazeni

282 Matematika — fyzika — informatika 25 2016



z ucebnic [VIII] (obr. 8) a [IX] (obr. 9), které pochopitelné problém do-
stfedivé sily rovnéz netesi. Podobné je tomu i v souc¢asné uéebnici [8], které
je neopravnéné vytykano, ze dostfediva sila neni do diagramu sil zahrnuta
(viz [6]). Pokud bychom nahlédli do nékteré z vysokoSkolskych ucebnic
renomovanych autortt (Horak, Slavik, Nachtikal aj.), v z4dné z nich na
problém dostfedivé sily pri pohybu kyvadla nenarazime.

L .I::g'i...‘f.%t.».-..,..é._..—.:_':".f...,___,.L
2% 7 3
R 1 ELE
¢ vy
Obr. 8 Obr. 9

Autor studie [I] se také zmitiuje o mozném vzniku miskoncepci. Domni-
vam se, Ze tyto miskoncepce mohou pfimo pramenit ze zbytecné kompli-
kovanych silovych diagrami, k nimz mé nejblize diagram se zobrazenim
vysledné sily obdobné, jak je to patrné z obr. 4 a 5. Za krajni situace,
kdyby bylo rigorézné pozadovano zohlednéni dosttedivé sily (obr. 5a v [I])
u realného (nikoliv matematického) kyvadla, lze povazovat za optimalni
navrh diagramu sil, ktery je na obr. 5b v [I]. Je to v podstaté stejné Fesen,
jaké je pouzito v uéebnici [VII] (viz obr. 6). Do jaké miry je to v8ak nutné,
se mizeme presveédc¢it pomoci jednoduchého pocita¢ového modelu, ktery
si popf. mohou ve skole vytvorit i sami Zaci a lépe tak proniknout do ce-
lého problému. Soucasné to muze byt docela zajimavy namét pro rozbor
silového ptisobeni na zavésené téleso, které kona zrychleny pohyb po kruz-
nici. Harmonicky kmitavy pohyb je pak jeho zvlastnim pripadem pro malé
pocatecni vychylky. Vytvorenim modelu zde obejdeme skutecnost, ze na
stfedni skole neni zaveden pojem tthlové zrychleni.

Model pro studium pohybu kyvadla je vytvofen programem Modellus 4
[X] a Eulerovou metodou se fesi pohyb kyvadla délky [ = 1 m se zdvazim
o hmotnosti m = 1 kg a s poc¢atecni vychylkou ¢, = 0,4 rad =~ 23°, coz
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priblizné odpovida vychylce zavazi vodorovnym smérem o 0,4 m od rovno-
véazné polohy (odchylka ¢y, a sin ¢, je 2,7 %). Jde tedy o redlnou situaci,
s niz se setkdvame pii Skolnim experimentu. To umozinuje zobrazit dostie-
divou silu, jejiz velikost by pfi malych thlech byla v pouzitém métritku
prakticky nezobrazitelna. Model kyvadla zapsany v prostfedi programu
Modellus 4 je na obr. 10.

Mathematical Model -

= 5
o

fi

5t =180 x—

w

Fg=-mx=g

Ft=-mx=gxsin( i)
Fr=mxgxcos(fi)
2

¥
FI:“=."?‘?KT

Fn=Fr+Fd
Ft
m
v=last( v)+axaf
s=last( s )+ v xAt

a

Obr. 10

Na grafickém vystupu (obr. 11) je vlevo ¢asovy diagram kinematickych
veli¢in s a v. Vpravo nahofe je graf teéné sily a dole je srovnani velikosti
radidlni sily F, = mgcosp a tahové (normalové) sily vldkna F, = F, +
+m$. Spusténim programu se presvédcime, ze se v pribéhu periody
kmitu periodicky zvétsuje tahova sila vlakna, ale tec¢né slozka sily zpi-
sobujici kmitavy pohyb kyvadla je v kazdém okamziku jen slozkou tihové
sily do sméru tec¢ny k trajektorii, ¢ili ma velikost F; = mg sin ¢.

Kyvadlo .
fi-04 /\
st =229

¥

Fo=90 & =90 ]

Obr. 11
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Z obr. 11 je patrné, ze i pfi pomérné velké vychylce kyvadla je vliv
dosttedivé sily Fy na velikost normalové slozky F; maly a méné pozorny
zédk zménu ani nepostiehne. Jesté 1épe je to ziejmé z tabulky 2, kde je
v procentech vyjadfen rozdil velikosti sil F; a Fj, pii riznych pocatecnich
vychylkach kyvadla. Velikost sily F; odpovida pocatecni hodnoté pii vy-
chylce s kyvadla z rovnovazné polohy ve vodorovném sméru (v rovnovazné
poloze F, = Fg = 9,8 N). Normalova sila F, = F, + F4 a v tabulce je
uvedena nejvétsi mozna hodnota velikosti této sily v pribéhu periody.

Tabulka 2
s @) [om C) [ B (N [ Fa (N) [ AF (%)
0,50 30 8,6 12,2 24.5
0,40 23 9,0 11,4 15,8
0,30 17 9,4 10,7 8,9
0,20 11 9,6 10,2 4,0
0,15 8,6 9,7 10,0 2,2
0,10 5,7 9,8 9.9 1,0

ZAvér

Obr. 11 a tabulka 2 dokladaji, Ze teorie kyvadla na stfedoskolské arovni
nevyzaduje, aby do vykladu jeho harmonického kmitani byla zahrnuta také
dostiediva sila. Zadny ucebni text u nas, ale ziejmé ani v zahraniéi k ni
pti vykladu kyvadla neptihlizi. Z mnoha odkazti na webu se zcela ojedinéle
podarilo najit text jen s kvalitativni ilustraci zahrnujici dostfedivou silu
(napt. [XI, XII, XIII]). Na zakladé uvedenych poznatka autor tohoto pfi-
spévku v nové pfipravovaném vydani pfepracovaného textu ucebnice [8]
o interpretaci dosttedivé sily pii vykladu kyvadla neuvazuje.
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Presypaci hodiny v hodiné fyziky

RENATA HOLUBOVA

Ptirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Zamysleli jste se nékdy nad tim, jak funguji pre-
sypaci hodiny? Co je na vytékani pisku zajimavého?
Presypaci hodiny byly bézné pouzivany ve stfedo-
véku k méfeni Casovych intervald v délce od jedné
minuty az do t¥i hodin, vyjimec¢né intervalt delSich.
Rozsiteni presypacich hodin bylo podminéno rozvo-
jem sklarského pramyslu — dovednost vyroby bariky
z pruhledného skla. Jako naplin presypacich hodin
se pouzivaly rdzné granulaty — pisek, kovovy pra-
Sek, rozemlety mramor, vajecné skorapky. Nevyho-
dou téchto hodin bylo, Ze se musely pfeklapét a dlou-
hodobym pouzivanim se predchazely. Zrnicka se omi-

lala, otvor, kterym propadavala, se zvétSoval. Koncem 18. stol. byly nahra-
zeny mechanickymi hodinami. Piesto se s riznymi variantami presypacich
hodin mtzete setkat i dnes.

Vlastnosti pisku — granulatu

Pisek se chova jako kapalina ¢i jako pevna latka. U kapaliny zévisi
rychlost vytoku z otvoru ve sténé naddoby na vysce kapaliny nad otvorem,
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