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Tento piispévek je konkretizaci myslenek uvedenych v élanku [7] Pojem
vzddlenosti v geometrii, v némz jsem se dopustil zdvazné chyby. Zamé-
nil jsem totiz publikaci [10] Standardy pro zdkladni vzdélini publikaci [2]
Standardy a testové dlohy z matematiky, z niz jsem vychazel. V publikaci
[10] se o méfeni na nékolika mistech mluvi. Za tento omyl se autortium
omlouvam.

Z3ikladni skola

Préave tak, jak prioritné, protoze v naléhavé potiebé pro praxi, se roz-
vinula v davné lidské spolecnosti potfeba méfeni vzdalenosti, mél by se
pfirozené budovat tento pojem i v matematickém vzdélavani. Ze je to
dobie mozné jiz na prvnim stupni zakladni skoly dokazuje Milan Hejny
zpracovanim svych ucebnic vydavanych nakladatelstvim Fraus [5]. Prvni
etapa seznamovani ditéte s méfenim vzdalenosti je tzv. krokovani, které
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je ovSem spojeno s rozvijenim predstav o malych pfirozenych ¢islech. Tato
spjatost aritmetiky s geometrii je pro meéfeni typicka a vede, jak znamo,
k budovani zédkladnich poznatki o redlnych ¢islech ve vyssich t¥idach. V ci-
tovanych ucebnicich méfi zaci od druhé tridy délky na centimetry, metry
i milimetry, méri délky stran trojihelniku i jeho obvody, ba i obvod kruhu
(na pfedmétech) i jeho primér. V patém rocniku se zavadéji v souvislosti
s nakupy, ale i s méfenim usecek, desetinna ¢isla a uvadéji se i ¢tverecné
jednotky, v rozsifujicim u¢ivu pak napf. i zlomky centimetrt (2/5 cm, ... ).

Pozoruhodny pfistup k tréninku presnosti méreni délek formou soutéze
realizoval Milan Hejny; piSe o ni v publikaci [4].

Konstrukci velikosti tsecky jako desetinného ¢isla mtzeme zakum pri-
blizit podle obr. 1 z knihy [6] popisem procesu méfeni Ghlopficky ¢tverce
o strané délky 4 cm. Zacneme-li métit s jednotkou cm, dostaneme pro
délku |AC| uhlopficky AC:

5cm < |AC| < 6 cm.
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Obr. 1

Mame-1li uréit délku |AC| pfesnéji, rozdélime tisecku 1 ¢cm na 10 shod-
nych ¢asti a provadime pro velikost tsecky novy odhad. Abychom mohli
tento postup ilustrovat obrazkem, pfedstavime si stupnici desetindsobné
zvétSenou. Vyjde

5,6 cm < |AC| < 5,7 cm.

K presnéjsimu odhadu bychom mohli (alespoii teoreticky) déle zjemriiovat
stupnici rozdélenim tisecky 1 mm na 10 shodnych dilti. Dostali bychom

5,656 cm < |AC| < 5,657 cm.
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Méfenim tak konstruujeme dolni a horni aproximaci velikosti tsecky |AC|,
tedy ¢isla 4v/2, které ziskdme vypoétem podle Pythagorovy véty. Podle
kalkulacky, kterd zobrazuje 32 desetinnych mist, je

|AC| = 5,656824249380195206754896839 cm.

Znadmym zplsobem lze ovSem dokézat, ze |AC| je iracionélni ¢islo, predsta-
vit vSak jeho racionalni aproximaci méfenim usecek povazuji za dulezité.

Matematika na zakladni skole by se podle mého nézoru méla orien-
tovat na ¢innosti pripravujici matematické pojmy, na experimentovani,
modelovani a feSeni uloh. Tomuto pfistupu odpovidaji publikace [10] a
[3], v nichZ je zminénym piistuptim vénovana nalezitd pozornost. Pfedmé-
tem matematiky zékladni Skoly nejsou matematické struktury vytvorené
matematickou védou, ale realita Zakova svéta, kterou se snazi studovat
aritmetickymi a geometrickymi prostfedky, tedy pocitanim, rysovanim a
modelovanim. Pfitom by se ovSem meéla na konkrétni tirovni péstovat ar-
gumentace. Zak by nemél odchazet z hodiny matematiky s presvédéenim,
ze dnes jsme dokazovali, Ze shodné trojihelniky jsou shodné.

Stredni skola

Na nékteré souvislosti pojmu vzdalenost s ostatnimi oblastmi elemen-
tarni matematiky jsem se pokusil poukdzat v ¢lanku [7] a v prvni ¢sti
tohoto prispévku.

Gymnazialni matematika se s témito dulezitymi otazkami vyporadava
velkoryse jiz v prvnim roc¢niku na samém zacatku studia takto:

,Realnymi ¢isly nazyvame ¢isla, kterd jsou velikostmi tisecek pfi zvolené
jednotkové tiseCce, Cisla k nim opacnd a nulu. Kazdé realné ¢islo je na
Ciselné ose znazornéno pravé jednim bodem. Kazdy bod c¢iselné osy je
obrazem pravé jednoho redlného ¢isla“ ([1, s. 26]).

Tato formulace dobfe odpovida axiomim vzdalenosti a méritka, které
jsem citoval v ¢lanku [7]. Problém je v tom, Ze tento pfistup bez bliz§iho
vykladu o konstrukci velikosti tsecky méfenim a feSeni vhodnych tloh
mize prispivat k nebezpeci formalismu ve vyucovani. K zeslabeni tohoto
nebezpeci maji slouzit tyto ivahy o vzdalenosti.

Znovu zdiraznuji: Méfeni usecek je dilezity konstrukéni prvek skolské
matematiky, ktery ma vyrazné posilovat spojeni geometrie s aritmetikou,
s teorii mnozin a logickymi otazkami ve vyucovani. Na pojmu vzdalenost je
zaloZena Tada definic dalSich geometrickych utvar®, napf. kruznice, kruh,
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osa usecky, osa thlu, kuzelosecky, ... Nékteré pojmy se vzdalenosti souvi-
sejici nejsou viibec ve stfedoskolské matematice zavedeny, ackoliv se bézné
pouzivaji, napt. vzdalenost bodu od geometrického ttvaru a vzdalenost
dvou utvart. Pfipomenime proto: Vzdalenost bodu A od geometrického
utvaru U lze definovat jako nejmensi ze vzdélenosti d(A, X), kde X je li-
bovolny bod utvaru U. Vzdalenost utvari U, V pak jako nejmensi ze vzda-
lenosti d(X,Y), kde X je libovolny bod atvaru U, Y pak libovolny bod
atvaru V. Tento pristup je ovSsem mozny jen pro tzv. uzaviené utvary, které
obsahuji vSechny své hrani¢ni body. Pro atvary oteviené (napf. vnitiky
dvou kruhti) by definice vzdalenosti vyzadovala pojem infima, ktery ne-
byva ve stfedoskolském ucivu obvykle zarazovan.

V souladu s predchéazejicim vykladem postupujeme pii urcovani vzdale-
nosti bodu od polopfimky nasledujicim zpiisobem. V oznaceni podle obr. 2
plati: vzdalenost libovolného bodu Y poloroviny O = kB od polopfimky
AB je velikost tsecky Y P, kde P je pata kolmice sestrojené z bodu Y na
pfimku AB. V poloroviné M opac¢né k poloroviné O znamenda vzdalenost
bodu X od polopfimky AB velikost tsecky X A.

k

M (@]
Obr. 2

Podobné postupujeme u vzdalenosti bodu od tsecky. K urceni vzda-
lenosti bodu od tisecky AB (obr. 3) sestrojime po fadé v bodech A a B
kolmice m, n k pfimce AB, které rozdéli rovinu na tfi oblasti M, N a O.
V péasu N ohrani¢eném pifimkami m a n méfime vzdalenost bodu Y od
usecky AB na kolmici k pfimce AB. Je to velikost tsecky Y P. V polo-
roviné M opacné k poloroviné mB je vzdalenost libovolného bodu X od
usecky AB velikost tisecky X A, v poloroviné O opac¢né k poloroviné nA je
vzdalenost libovolného bodu Z od tsecky AB velikost tsecky ZB.
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Obr. 3

Mnozina vSech bodt roviny, které maji stejnou vzdalenost od ramen
BA a BC daného dutého thlu ABC neni osa o tohoto tihlu, ackoliv tato
odpovéd se vyskytuje napf. v ucebnicich ([9, s. 73], [8, s. 63]).

Podle obr. 2 musime totiz odlisit pro méfreni vzdalenosti bodu od ramen
thlu v oznaceni podle obr. 4 ¢&tyti oblasti: X ABC, S ABP, < PBQ a
L QBC. Protoze kazdy bod Y thlu PBQ mé od obou ramen thlu ABC
stejnou vzdalenost, je feSenim nasi tlohy sjednoceni thlu PB@ s osou o
thlu ABC, nebot uvnitt thlda ABP a QBC nemé zadny bod stejnou
vzdalenost od ramene BA jako od ramene BC.

P

Obr. 4

Kdyby byl thel ABC' pfimy, byla by hledanou mnozinou piimka p,
ktera prochazi bodem B a je kolma k pfimce AC.
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I v urcovani vzdalenosti dvou geometrickych ttvaru se v nékterych uceb-
nicich vyskytuji chyby. Napft. vyska trojuhelniku neni vzdalenost jeho vr-
cholu od protilehlé strany a vysku lichobéZniku nelze definovat jako vzda-
lenost jeho zakladen. V pripadé potfeby mtizeme podiskutovat se zaky
o problematice napt. nad lichobéznikem se zakladnami 8 cm a 4 cm a
rameny dlouhymi 12 cm a 8 cm.

Tlustrujme nyni predchézejici vyklad nékolika tlohami.

Uloha 1

Uréete mnoZinu vsech bodi roviny, které magi vzddlenost 2 cm od mno-
Ziny P = {A, B,C, D, E} vrcholi pravidelného pétithelniku vepsaného do
kruznice poloméru 3 cm.

Vysledkem je sjednoceni péti shodnych silné€ vyrysovanych obloukt kruz-
nic poloméru 2 cm vné pétithelniku a péti obloukt kruznic téhoz poloméru
uvnitf pétithelniku (obr. 5). Podrobné zdivodnéni pfenecham Ctenafi.

N

g DWAN

Obr. 5

V pripadé, ze by dana vzdalenost byla napf. 1 cm, bude vyslednd mno-
Zina sjednoceni péti kruznic poloméru 1 cm se stfedy v bodech A, B, C,
D, E. V ptipadé, ze dané vzdalenost bude vétsi nez 3 cm, bude vysledkem
pétice kruznicovych oblouktt vné daného pétitthelniku.
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Uloha 2
Urcete mnozinu vsech bodi roviny, které maji vzddlenost 15 mm od hra-
nice pétithelniku ABCDE vepsaného do kruznice polomeéru 30 mm.
Konstrukee vysledku (sjednoceni hranice n pétithelniku uvniti daného

pétithelniku s ¢arou m slozenou z use¢ek a obloukd kruznic) je patrna
z obr. 6.

5

Obr. 6

Mnozina vSech bodu roviny, které maji stejnou vzdalenost od danych tii
nekolinedrnich bodt je, jak zndmo, jednoprvkovd mnozina (stfed kruznice
opsané trojuhelniku ABC).

Uloha 3

Je ddn trojuhelnik ABC' (obr. 7). Urcete mnoZinu viech bodi jeho ro-
viny, které magi stejnou vzddlenost od bodu A jako od dvouprvkové mnoZiny
D ={B,C}.

Sestrojme osu o usecky BC'. V poloroviné M = oB je vzdalenost bodu
od mnoziny D rovna vzdélenosti tohoto bodu od bodu B, v poloroviné
N = oC pak od bodu C. Hledand mnozina je sjednoceni polopfimek p,
q s poc¢atkem S, které jsou ¢astmi os tseéek AB a AC. Tato mnozina je
hranici dvou oblasti. Vnitfek thlu, ktery obsahuje bod A, je mnozinou
bodi, které jsou blize k bodu A nez k mnoziné D. Vnitfek dopliikového
thlu je mnozinou vSech bodt, které jsou bliZze k mnoziné D nez k bodu A.
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Uloha 4
Je ddn trojuhelnik ABC (obr. 8). Uréete mnoZinu vSech bodi jeho ro-
viny, které magi stejnou vzddlenost od bodu A jako od isecky BC.

Obr. 8

V souladu s obr. 3 rozdélime rovinu pfimkami b a ¢ na poloroviny M,
Q@ a pas N. V pasu N méfime vzdalenost bodu od tsecky jako vzdalenost
tohoto bodu od pfimky a vysledkem je tedy oblouk EG paraboly s oh-
niskem A a fidici pfimkou BC. Na oblouk FG pak navazuji polopfimky,
které jsou Castmi os tsecek AB a AC.
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Uloha 5

Urcete mnozinu vsech bodu roviny, které maji stejnou vzddlenost od
poloprimek AB a CD na rovnobéznijch primkdch podle obr. 9.

m n
A B -
a .
B P
D C
M N (0]
Obr. 9

Vysledkem této tlohy je sjednoceni ¢asti dvou parabol s tseckou PQ,
ktera je stfedni ptickou obdélniku ABCD.

Uloha 6

Jsou ddny kruznice m(M,4 ecm), n(N,1 cm); |[MN| = 8 ¢m. Urcete
mnoZinu vsech bodu jejich roviny, které jsou stejné vzddleny od kruznice
m jako od kruznice n.

Jestlize je X libovolny bod, ktery spliiuje podminky tlohy, a p je jeho
vzdalenost od kazdé z danych kruznic, je tento bod stfedem kruznice
z(X, p), kterd ma s kazdou z nich vnéjsi dotyk po fadé v bodech T' a L
(obr. 10). Protoze plati

IMX|—4=|NX| -1,

plati i
|[MX|—|NX|=3.

Bod X nalezi tedy vétvi h hyperboly s ohnisky M, N a hlavni osou
délky 3 cm. Ziejmé kazdy bod této vétve mulzeme povazovat za stied
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kruznice, kterd ma s kruznicemi m, n vnéjsi dotyk. Tato ¢ast hyperboly je
tedy hledanou mnozinou.

Obr. 10

Shrnuti

Ackoliv méfeni délek neni v pravém slova smyslu matematickou ¢in-
nosti, méli bychom mu vénovat jiz v matematice na zdkladni skole mimo-
fadnou pozornost. Je to ¢innost, ktera dala jméno celé oblasti matematiky
a pojem vzdalenosti je zakladem dutlezitého matematického pojmu met-
ricky prostor.

S méfenim souvisi i prace s jednotkami miry a jejich prevody, tedy
s oblasti spjatou s praxi. Na okraj pripomindm, Ze v roce 1988 shofela
v atmosféfe Marsu klimatické sonda Mars Climate Orbiter, nebot spolec-
nost, ktera fidila operaci béhem letu, poslala do fidiciho centra NASA
udaje o poloze pomocné rakety v milich a stopach, tam se vSak domnivali,
ze jde o jednotky metrické.

Reseni tiloh, které jsem na ukazku piipomnél, umoziiuji spojovat experi-
mentovani a rysovani s teoretick§mi poznatky. Zaci tak maji moznosti roz-
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vijet své predstavy o matematickych pojmech a jejich aplikacich. Hledame-
li mnozinu G, jejiz prvky maji vlastnost V', provadime tak vlastné rozklad
mnoziny bodt (roviny) na dvé oblasti: G je mnozina vSech bodt, které
maji vlastnost V' a jeji doplnék G’ je mnozina bodd, které vlastnost V
nemaji. Tento pohled lze samoziejmé rozvijet i na tradi¢nich tlohach skol-
ské matematiky. Je-li nap¥. kruznice k(S; ) mnozina vSech bodt X roviny,
pro které plati |[SX| = r, pak vnitfek kruhu s hranici k£ je mnoZinou bodt
X kruznice s prumérem AB, pro néZ plati ihel AX B je tupy nebo pfimy,
vnéjsek tohoto kruhu pak je mnozina téch bodi, pro néz plati ithel AX B je
tupy nebo nulovy. Rozklad pfislusné mnoziny (napf. roviny) je tak spojen
s mnozinou vSech moznosti odpovidajicich dané vyrokové formé.

Reseni tloh o vzdélenosti, jejichz piiklady jsem zde uvedl, mohou byt
pro zéky zajimavé nejen hledanim postupu, ale v nékterych piipadech i
Jhezkym* ¢ prekvapivym vysledkem. Ulohy vedou i k hlub&imu pochopeni
pojmu mnozina a jeji charakteristiky vlastnostmi jejich prvkia. Tvofivy
ucitel si ovsem fadu tloh ,praktické moudrosti“ s podobnou tematikou
miiZze sam vytvorit.
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