INFORMATIKA

Jak skace zabka
(Ulohy z MO kategorie P, 34. ¢ést)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikélni fakulta UK, Praha

Tentokrat se blize seznamime s jednou soutézni tilohou z aktualniho
65. roéniku Matematické olympiady kategorie P (8kolni rok 2015/16). Byla
zadana jako prakticka tloha domaéciho kola a ackoliv za ni témér kazdy
z Tesitelt ziskal néjaké body, ve vétsiné pripadi to byly jenom 2 az 4 body
z 10 moznych, coz odpovida néjakému velmi primitivnimu a neefektivnimu
feSeni zalozenému na zkousSeni vSech moznosti hrubou silou. Z téméft stovky
ucastniktt doméaciho kola olympiaddy vyfesilo tuto tlohu zcela spravné na
plny pocet bodt pouze jedenéct.

Vsechny soutézni tlohy pro cely 65. rocnik MO kategorie P pfipravili
nasi slovensti kolegové z Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Uni-
verzity Komenského v Bratislavé. Zadani dlohy si zde uvedeme v ¢eském
pfekladu jenom s mirnymi textovymi Gpravami, feSeni rozebereme trochu
podrobnéji a doplnime ho nové napsanymi programovymi ukazkami.

* %k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Zabka Sandyna rada skice po kamenech v rybniku. V rybmiku jich je
celkem n a jsou ocislovany od 1 do n. Kameny jsou malé, takze si je pred-
stavime jako body. Kémen s ¢islem 4 lezi na soufadnicich x;, y;. Sandyna
dnes doskakala z kamene ¢islo 1 na kamen ¢islo n. Cestou mohla nékteré
kameny (véetné kamenti 1 a n) navstivit i vicekrat. Zabka dokaze sko¢it li-
bovolné daleko. Skakani ji ale unavuje, a tak kazdy jeji skok kromé prvniho
je vzdy (ostie) kratsi nez skok bezprostiedné predchazejici.
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Soutézni tiloha
Pro dané polohy kament spocitejte, kolik nejvyse skokd mohla zabka
Sandyna provést béhem své cesty z kamene 1 na kdmen n.

Format vstupu

Na prvnim fadku vstupu je zadan pocet kameni n. Na i-tém z nasle-
dujicich n Ffadkt jsou uvedeny souradnice kamene ¢islo i. Jediny radek

7 w7

vystupu obsahuje jedno celé ¢islo — maximalni mozny pocet skokt.

Omezeni a hodnoceni

Reseni bude testovano s deseti sadami vstupnich dat. Za kazdy testovaci
vstup muzete ziskat 1 bod. V jednotlivych vstupnich sadach je maximalni
hodnota n nasledujici: 2, 3, 7, 18, 50, 100, 200, 1000, 2000, 3000.

Vsechny soufadnice jsou z rozsahu od 0 do 10° véetné. V prvnich péti
testovacich vstupech dokonce zadna soufadnice nepiekro¢i hodnotu 10%.

Priklad

Vstup: Vystup:
7

W W wo Tto o
LW W o

2

Vysvétleni: Jedna optiméalni posloupnost sedmi skokid vedouci z kamene
¢islo 1 na kdmen c¢islo 6 vypada takto: 1 -3 —-5—1—-6 —>5—4 — 6.
Tyto skoky maji postupné délky: 24/17 > /29 > 5 > /10 >3 > 2 > 1.

* 3k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Nejjednodussi feSeni je zaloZeno na prostém zkouSeni vSech moznych
cest z kamene ¢islo 1 na kdmen c¢islo n, jak by zabka mohla skakat. Ta-
kové feseni velmi snadno naprogramujeme pomoci rekurze. Rekurzivni pro-
cedura dostane ve vstupnich parametrech ¢islo kamene, kde praveé stoji
zabka, pocet jiz uskutec¢nénych skoki od startu a délku posledniho prove-
deného skoku. Procedura v cyklu postupné zkusi provést skok na kazdy
z ostatnich kament a je-li takovy skok mozny (tzn. je-li kratsi nez dosud
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posledni provedeny skok), procedura se rekurzivné zavold na cilovy kdmen
tohoto skoku. Kdykoliv se zabka ocitne na cilovém kameni ¢islo n, mtze
zlep$it (tj. zvysit) dosud maximdalni nalezeny pocet skokid z kamene 1 na
kédmen n. I po dosazeni kamene ¢islo n ale bude jesté zkousSet skakat dal.

program Zabkal;

const MaxKamenu = 3000; {maximdlni pocéet kament}
var N: integer; {skuteényj pocet kament}
Kameny: array [1..MaxKamenu] of
record x, y: longint end; {soufadnice kamend}
Max: integer; {vysledny max. po&et skokid}

i: integer;

function Vzdal(a, b: integer): int64;

{po&ita kvadrat vzdalenosti kamend &islo a, b}
var dx, dy: longint;

begin

dx:=Kameny[a].x — Kameny|[b].x;

dy:=Kameny[a].y — Kameny|[b].y;

Vzdal:=dx*xdx + dysxdy

end; {Vzdal}

procedure Cesta(Kde: integer; Skoky: longint;
Naposled: int64);
{parametry: kde Zabka stoji, kolik skokd dosud udé&lala, kvadrat
délky posledniho skoku; procedura pouZiva globdlni promé&nné N
a Max, viysledny maximdlni pocet skokl ze startu do cile bude
v proménné Max}
var i: integer;
begin
if (Kde = N) and (Skoky > Max) then Max:= Skoky;
{zabka je v cili}
for i:=1 to N do {zabka zkusi sko&it na i-ty kamen}
if (i <> Kde) and (Vzdal(i, Kde) < Naposled) then
{skok na i-ty kamen je moznyl}
Cesta (i, Skoky+1, Vzdal(i, Kde));
end; {Cesta}

begin
read (N);
for i:=1 to N do
read (Kameny[i].x, Kameny[i].y);
Max:=0;
Cesta (1, 0, 999999999999999999);
writeln (Max)
end.
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V ukédzkovém programu si vSimnéte, Ze misto délky skoku pocitame
vsude s kvadratem délky skoku. Diky tomuto technickému triku se vy-
hneme vypoctu druhé odmocniny a cely vypocet tak muiizeme provadeét
v celociselné aritmetice. Ta je rychlejsi nez aritmetika redlné a hlavné v ni
nehrozi zadné riziko vzniku zaokrouhlovacich chyb.

Vyse uvedeny postup ,hrubou silou® je sice teoreticky spravny, ale je
velmi neefektivni, nebot se pfi ném mnohokrat opakované zkousi stejné
posloupnosti skokti. Takové feseni bude proto pouzitelné jen pro velmi malé
hodnoty n. Vzhledem k odstupniované velikosti testovacich vstupnich dat
(viz zadéni lohy) jste ov8em i s takto primitivnim feSenim mohli v soutézi
ziskat t¥i az ¢tyri body z celkovych deseti moznych.

Zasadniho zlepSeni dosdhneme, kdyz se dobrou organizaci prace vy-
hneme opakovanému provadéni toho, co jsme uz jednou udélali. To je za-
kladni myslenka programovaci techniky zvané dynamické programovéani.
Casova slozitost algoritmu se tak rdzem sniZi z exponencidlni na polyno-
miélni (v nasem konkrétnim piipadé na kubickou) a program zacne zvladat
zpracovat dostatecné rychle i mnohem rozsahlejsi vstupni data.

Predstavte si, ze zabka uz provedla nékolik skokti a zajima nas, jak
nejlépe mize z této situace pokracovat dale do cile. Odpovéd na tuto
otazku vibec nezéavisi na tom, kudy zabka dosud skakala, zavisi pouze
na jejim zatim poslednim skoku. Posledni skok totiz pfesné urcuje, kde se
nyni zabka nachézi a jak nejvyse dlouhy skok mtize nasledné provést.

Pii celkovém poctu n kamenti existuje n - (n — 1) moznosti, odkud kam
mohl vést zatim posledni skok zabky. Pro kazdou z téchto moznosti chceme
urcit, kolik nejvyse skokil jesté mutze zabka udélat cestou do cile. Kazdou
z téchto O(n?) moznosti dokdZeme vytesit tak, Ze postupné vyzkousime
O(n) variant, kam zabka sko¢i nésledujicim skokem. Pro kazdou z téchto
variant tak dostaneme jednu novou otazku téhoz typu, k jejimuz zodpo-
vézeni pouzijeme rekurzivni volani.

Kdybychom pfimo implementovali pravé popsany postup, nedostali by-
chom nic jiného, nez diive uvedené fesSeni hrubou silou. MiZeme zde ale
vyuzit programovaci techniku, které se fika ,chytra rekurze®. Jakmile vy-
fesime nékterou z uvazovanych moznosti skoku, nalezenou odpovéd nejen
bezprostfedné pouzijeme, ale také si ji zaznamename do tabulky. Pokud
se nékdy pozdéji pii vypoctu programu objevi stejnd otazka, jednoduse
vratime uloZzenou hodnotu z tabulky — tedy nebudeme uz provadét zadné
zkouSeni moznosti ani zddné rekurzivni volani.
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Takto upraveny program bude fesit kazdou z uvazovanych O(n?) moz-
nosti skoku pouze jednou a vyfesi ji v Case nejvyse O(n). Celkové tedy
program vykona O(n?) kroki vypoétu, po nichz budeme mit zaplnénou
celou uvazovanou tabulku. Nakonec v tabulce projdeme vSechny skoky
vychézejici z kamene c¢islo 1 a z jejich hodnot ur¢ime maximum. Tim zjis-
time, jaky maximalni pocet skokt zabky muze nasledovat po jejim prvnim
skoku z kamene ¢islo 1. Vyslednou hodnotu ziskame tak, Ze toto maximum
zvysime o 1, tzn. zapocitame jesté prvni skok.

program Zabka?2;

const MaxKamenu = 3000; {maximalni polet kament}
var N: integer; {skuteény pocet kamenid}
Kameny: array [1..MaxKamenu] of
record x, y: longint end; {souradnice kamend}
Max: integer; {vyslednjy max. polet skokt}

T: array [1..MaxKamenu, 1..MaxKamenu| of longint;
{T[a,b]l= max. po&et skokd do cile

nasledujicich po skoku a->b,

hodnota -1 = cesta neexistuje,

hodnota -2 = zatim nezname}

i, j: integer;

function Vzdal(a, b: integer): int64;
{kvadrat vzdalenosti kament &islo a, b}
var dx, dy: longint;

begin

dx:=Kameny [a].x — Kameny[b].x;
dy:=Kameny[a].y — Kameny[b].y;
Vzdal:=dx*xdx + dyxdy

end; {Vzdall}

function Skok(a, b: integer): longint;
{po&ita, kolik nejvysSe skokd miZe je3t& nasledovat po skoku
mezi kameny a->b cestou na cilovy kamen N;
pokud takova cesta neexistuje, funkce vraci -1;
funkce pouziva globalni proménné N a T}
var Naposled: int64; {kvadrat délky posledniho skoku a->b}
DoCile: longint; {maxim&lni pocet navazujicich
skokd do cilel}
i: integer;

begin

Naposled:= Vzdal(a, b);

DoCile:= —1;

for i:=1 to N do {zabka zkusi skoéit dale z kamene b}

if (i <> b) and (Vzdal(i, b) < Naposled) then
{navazujici skok b->i}
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begin

if T[b, i] = —2 then T[b, i]:= Skok(b, i);
if T[b, i] > DoCile then DoCile:= T[b, i]
end;

if DoCile >= 0 then {existuje navazujici cesta z b aZ do cile}
Skok:=DoCile + 1

else if b = N then {jsme v cili, nelze pokraovat aZ do cile}
Skok:= 0

else {nejsme v cili a nelze pokradovat aZ do cile}
Skok:=-1

end; {Skok}

begin
read (N);
for i:=1 to N do read(Kameny[i].x, Kameny[i].y);
Max:= 0;
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do

T[i, jl:i= —2; {ptfiznak, Ze hodnotu je3t& nezname}
for i:=2 to N do
begin
if T[1, i] = —2 then T[1, i]:= Skok(1, i);
if T[1, i] > Max then Max:= T[1, i];
end;
writeln (Max + 1)

end.

Predchozi teSeni dlohy mutiZzeme jesté vice vylepsit. USettit se da na
tom, ze pri vypoctu kazdé hodnoty v tabulce prochazime vzdy vsechny
navazujici skoky, a to véetné téch, které uz v dané situaci nemizeme pro-
vést, nebot jsou delsi. Nabizi se proto moznost usporadat vSechny mozné
skoky z kamene na kdmen sestupné podle jejich délky. (V programu opét
pouzijeme radéji druhou mocninu délky, jelikoz tu si mtizeme ulozit do ce-
lo¢iselné proménné.) Kdyz pak budeme zpracovavat skoky v tomto pofadi,
budeme mit jistotu, ze kazdy pravé zpracovavany skok méa kratsi délku,
nez vSechny predchozi jiz zpracované skoky, takZze na né muze navazat pri
cesté zabky ze startu do cile.

Uvedena tuvaha by takto pfesné fungovala pouze v pfipadé, Ze by délky
vSech skokli byly navzajem rtizné. Nékteré skoky ale mohou mit stejnou
délku a ty budeme muset zpracovat vzdy vSechny najednou, nebot Zabka
nemuze provést dva stejné dlouhé skoky po sobé. VSechny mozné skoky
z jednoho kamene na druhy si proto predem roztfidime do skupin podle
jejich délky a az takto vzniklé skupiny skokti usporddédme podle délky
skoku, pocinaje od nejvétsi délky.
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Pro kazdy kdmen si budeme pamatovat, jakym nejvyssim poctem skoku
se na néj dokazeme dostat z kamene ¢islo 1. Na zacatku je to 0 pro startovni
kédmen ¢islo 1 a ,nekoneéno* pro kazdy jiny kdmen (tam zatim nezndme
zadnou cestu). Postupné budeme zkouset pouzit skoky v potadi od nejdel-
sich po nejkratsi a vzdy prepocitame jenom ty tidaje, které se tykaji pravé
zpracovavaného skoku. Kdyz zpracovavame skok z kamene A na kdmen B,
podivame se, kolika nejvyse skoky (jednd se zcela jisté o delsi skoky) jsme
se dokazali dostat ze startu na kdmen A. Jestlize je to K skokiu, pak se
nyni umime dostat na kamen B pomoci K + 1 skokt. Pokud byla dosud
ulozena hodnota pro kdmen B mensi, zvysime ji na K + 1.

Casové sloZitost posledniho popsaného feseni je O(n?logn). Jeho nej-
pomalejsi ¢asti je usporadani viech O(n?) riznych existujicich skokti mezi
kameny podle délky. Samotné zpracovani skoki je pak uz rychlejsi, kazdy
z O(n?) skokt zpracujeme v konstantnim ¢ase.

program Zabka3;
const MaxKamenu = 3000; {maxim&lni po&et kament}

type Skok = record
odkud, kam: integer; {&isla kamend, odkud kam se skade}

delka: int64; {kvadrat délky skoku odkud -> kam}
end;
PoleSkoku = array [1..MaxKamenuxMaxKamenu] of Skok;
var N: integer; {skuteé&nyj pocet kamend}
Kameny: array [1..MaxKamenu] of
record x, y: longint end; {souradnice kamend}

Skoky: PoleSkoku;
M_stare, M_nove: array [l..MaxKamenu] of longint;
{maximdlni pocéet skokd ze startu na tento kamen;
staré a nové hodnoty Fe3i vice skokd tézZe délky}
i, j: integer;
s: longint;

function Vzdal(a, b: integer): int64;
{kvadrat vzdalenosti kamend &islo a, b}
var dx, dy: longint;

begin

dx:=Kameny[a].x — Kameny|[b].x;
dy:=Kameny|a].y — Kameny[b].y;
Vzdal:=dx*dx + dyxdy

end; {Vzdall}

procedure SeraditSestupne (var P: PoleSkoku; N: longint);
{libovolny t¥idici algoritmus s &asovou slozitosti O0(N.logN);
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my zde pro jednoduchost pouZijeme jenom bublinkové t¥idénil
var i, j: longint;

x: Skok;
begin
for i:=N-1 downto 1 do

for j:=1 to i do
if P[j].delka < P[j+1].delka then
begin x:=P[j]; P[j]:=P[j+1]; P[j+1]:=x end

end; {SeraditSestupne}

begin
{Na¢teni vstupu a inicializace poli M:}
read (N);
for i:=1 to N do
begin
read (Kameny[i].x, Kameny[i].y);
M _stare[i]:=—1; {nekone&nol}
end;
M_stare [1]:=0; {na startu jsme na nula skokt}
M_nove:=M_stare;

{Vytvofeni seznamu vSech N*(N-1) mozZnjch skokd z kamene na kéamen,
fazeno sestupné podle délky skoku:}
s:=0;
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if j <> i then
begin {skok i->j}
s:=s + 1;
Skoky [s].odkud:=1i;
Skoky [s].kam:=j ;
Skoky [s].delka:=Vzdal (i, j);
end;
SeraditSestupne (Skoky, s);

{Vypocet hodnot M:}
for s:=1 to Nx(N—1) do {zpracujme skok Skokyl[s]}
begin
if (s > 1) and (Skoky([s].delka < Skoky[s—1].delka) then
M_stare:=M_nove; {zaéinaji skoky kratsi délky}
if (M_stare[Skoky[s].odkud] >= 0) and
(M_nove [Skoky [s].kam] < M_stare [Skoky[s].odkud] +
M_nove [Skoky [s].kam] := M_stare[Skoky[s].odkud] +
end;

1) then
1

writeln (M_nove [N])
end.
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