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Polibky kruznic:
Jakob Steiner, 1. ¢ast

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budé&jovice

Jiz ve starovékém Recku bylo znamo: Pokud se¢na z vnéjsiho bodu X
protind kruznici k(O;r) v bodech A, B a te¢na z téhoz bodu m4 s kruznici
dotyk v bodé T', pak

|AX| - |BX| = |AT*. (1)

Eukleidovy Zdklady uvadi i analogickou vétu pro vnitini bod kruznice.
Rovnéz byla znama analogickd véta pro vnitini bod X kruznice k. Jakob
Steiner (1796-1863) ve své prvni knizné vydané préci [2] tyto poznatky
rozsifil. Zavedl veli¢inu zvanou mocnost bodu ke kruznici nebo téz moc-
nost kruznice k bodu, kterou v dané roviné chapal jako charakteristiku
vzédjemné polohy libovolného bodu X a pevné zvolené kruznice k, resp.
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jako charakteristiku polohy libovolné kruznice k£ vzhledem k pevné zvole-
nému bodu X.! Stru¢né ji lze definovat vztahem u(X, k) = |0X|? — r2.

Poznamenejme, ze mocnost izce souvisi s analytickym vyjadfenim kruz-
nice: V kartézské soustavé soufadnic pro O = [m,n] a X = [z,y] je

w(X, k) = (x —m)* + (y —n)? —rZ (2)
Kruznice k(O;r) méa tedy rovnici u(X,k) = 0 a bod X je jejim vnéjsim,
resp. vnitfnim bodem, pravé kdyz u(X, k) > 0, resp. u(X, k) < 0.

p
4 X=[xy]

B kz(Oz;l’z)
g
k(05 1)

Obr. 1 Mnozina bod@ X (vlevo) a chordala p kruznic ki, ko (vpravo)

[0,0]=

Steiner nejprve hledal mnozinu vSech bod v roviné, které maji ke
dvéma kruznicim stejnou mocnost, tzv. chorddlu dvou kruznic. Vysel z po-
znatku, Ze pro body O;1, Os a G lezici v dané roviné na téze piimce je
mnozinou vSech bodt X s vlastnosti

01X > = |01G* = |02X* — |02G)?

kolmice p na p¥imku O;05 v bodé G (viz obr. 1 vlevo). Posledni vztah
upravil na ekvivalentni tvar

01X = |0:X|* = |01G* — |02G)? (3)

a pak bodim Op, O, pfifadil kruznice k1(O1;71), k2(O2;72) libovolnych
poloméri (obr. 1 vpravo). Bod X mé k témto kruznicim stejnou mocnost,
prave kdyz plati

|01 X2 =1} = |0 X|* — 13,

neboli
|01 X|? = |02 X[ = 1} — 13, (4)

1V originale Potenz des Punkts in Bezug auf den Kreis, resp. Potenz des Kreises in
Bezug auf den Punkt. Ceska terminologie nazev mocnost kruznice k bodu neuzivé.
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Ze vztahii (3) a (4) nakonec usoudil, Ze chordédlou kruznic k; a ko je
pfimka p pfi umisténi bodu G € 0105 tak, aby platilo

[01G[* = |0:G? = 1} —r}. (5)

p p

Obr. 2 Chordéla p pro rizné vzajemné polohy kruznic k; a ko

Stejny vysledek lze ziskat i analyticky. Pfi volbé kartézské soustavy
soufadnic podle obr. 1 vpravo ma podminka p(X, k1) = u(X, k2) tvar
24y - =(x—d)?+y* -2

a odtud

o d r?—r3

A

Chordéla kruznic k1(O1;71) a ka(O2;72) je tedy kolmice p k p¥imce O;04
vedené kterymkoliv bodem, jenz mé k obéma kruznicim stejnou mocnost.
Nemaji-li kruznice spole¢ny bod, muZeme ji snadno sestrojit uzitim po-
mocné kruznice m, kterd méa s kruznicemi ki a ko riznobézné spolecné
seny s1 a sy (obr. 2 vlevo nahote a vpravo dole). Jejich prisecik P mé
stejnou mocnost ke vSem tfem kruznicim. Nazyva se potencni stred kruznic
k1, ko a m.

Uvazujme déle kruznice k(O;r) a k' (O’;7') s vnéjsim stiedem E stejno-
lehlosti Hg : k — k'. Seéna s # OO’ z bodu E protina kruznici k v bo-
dech B, A a kruznici £’ v jejich obrazech A" = Hp \(B) a B’ = Hp 1 (A)
(obr. 3). Ozna¢me po fadé H; a Hs pruseciky piimek OB, O'B’ a OA,
O'A’. Snadno lze ovéfit, ze

|XHBB'| = |<O'A'B'| = | A'B'O'| = |<<H,B'B]|.

(=[0:G).
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Trojuhelnik BB’H; je tedy rovnoramenny a kruznice hi(Hy;|H1B|)
se vné dotyka kruznic k a k' v bodech B a B’. Analogicky mé i kruz-
nice ho(Ha; |HoB|) vnitini dotyky s kruznicemi k a k' v bodech A a A’
V piedchozim ¢lanku [1] jsme dokézali i obracené tvrzeni: Jestlize mé né-
jaka kruznice dotyky T a T téhoZ typu s kruZnicemi k a k', pak piimka
TT' prochézi bodem E.?

Obr. 3 Spoleéna mocnost kruznic k a k' k jejich stfedu stejnolehlosti E

Bod F mé ke kruznici k£ mocnost p = |EA| - |[EB| = |[EC|- |EG| a je
stfedem stejnolehlosti s koeficientem

A= |EB'|/|EA| = |[EA’|/|EB| = |ED|/|EG| = |[EF|/|EC]|.
Pro soucin obou konstant plati
c=Mu=|EB|-|EB'|=|EA|-|EA'| = |EC|-|ED| = |EF|-|EG|. (6)

Analogicky vztah lze odvodit i pro vnitini stfed stejnolehlosti kruz-
nic. Konstantu ¢ nazveme (v souladu se Steinerovym ,gemeinschaftliche
Potenz“ a anglickym ,common power*) spoleénd mocnost kruznic k a k'
vzhledem k jejich stredu stejnolehlosti E.

nolehlosti.
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Ze vztahu (6) plynou dva dusledky:
T1. Bod F ma stejnou mocnost ¢ ke kazdé z kruznic hg, by, ha, ..., jez
se dotykaji kruznic k a k’ tak, Ze jsou dotyky bud oba vnitini, nebo oba
vnéjsi.
T2. Rovnici (6) je ddna kruhovéa inverze se zdkladni kruznici z(E, /c),
ktera zobrazuje kruznici k na kruznici k¥’ a kazdou z kruznic h; na sebe.

Nutno zminit, ze Steiner postupoval jinak. Zde jsme uvedli rychlejsi
cestu a to jen k poznatktim, které budeme potiebovat. Termin kruhovd in-
verze byl zaveden pozdéji. Z nepublikovanych Steinerovych praci je znamo,
ze inverzi uzival. Je prvnim znamym matematikem, ktery po ére starovéku
znovu objevil kruhovou inverzi.

¢

Obr. 4 Retézec kruznic vepsanych do arbelu

Zminéné vysledky Steiner vyuzil ke zjednoduseni dikazu Pappova sta-
roddvného turzeni, podle néjz pro kruznice k;(Oj;r;) vepsané do arbelu
na obr. 4 plati h; = 2jr; (podrobnéji viz [1]). Uvedl, ze podily h;/r;, kde

j=0,1,2 ..., tvorfi i pro jiné fetézce kruznic analogicky vepsanych mezi
kruznice m a n aritmetickou posloupnost
h h h
200 Dyo g (7)
To To To

pfi¢emz v arbelu z obr. 4 je hy = 0. Diikaz ucinil odvozenim rekurentniho
vztahu -
—=—-+2 8
~ = ®)
pro dveé sousedni kruznice Tetézce.
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Na obr. 5 je T bod dotyku kruznic k a k’. Paty kolmic z jejich stfedi
O, O’ na pfimku AB jsou po fadé P, P’. Bod V' je pruseéik kruznice k'
s use¢kou O’ P’ a bod V prusecik kruznice k s polopfimkou opacnou k po-
lopfimce O P. Spole¢né tecna p kruznic m a n je jejich chordalou. Kruznice
k a k' maji s kruznici m vnitini dotyk a s kruznici n vngjsi dotyk. Vné&jsi
stifed F stejnolehlosti kruznic & a k' mé podle dtsledku T1 tutéz moc-
nost |ET|? ke kruznicim m a n — situace z obr. 3 pro C = D (= T). Lez
tedy na jejich chordale p a plati u(E,m) = u(E,n) = |AE|?. Z rovnosti
|ET|? = |AE|? plyne |ET| = |AE|. Rovnoramenné trojthelniky ATE a
V'TO’ jsou podobné a proto lezi body A, V' a T na p¥imce. Z rovnobé&z-
nosti tisedek OV a O'V’ plyne podobnost trojuhelniktt TOV a TO'V'. Z ni
pak vztah V € V'T.

O'P|=h'

Obr. 5 K dikazu vztahu (8)

Postupnym vyuzitim podobnosti trojuhelniki AP'V" a APV, faktu, ze
rovnobézné promitani ve sméru piimky p zachovava poméry odpovidaji-
cich tisek® na pfimkach AB a EO, a vné&jsi stejnolehlosti kruznic &’ a k
uré¢ime

' —+" |P'V'| |AP'| |EO'| 7' 9
h+r  |PV|  |AP| |EO| r ©)

a odtud po ekvivalentni Gpravé vztah (8).
Jak vime z [1], Pappos zkoumal i ty konfigurace, jejichz zdkladem byly
kruznice m a n s vnéjSim dotykem v bodé A. Steiner se jimi téz zabyval.
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Na obr. 6 vidime analogii situace z obr. 5 pro tzv. druhou konfiguraci.
Snadno lze ovérit, ze plati vSechny vztahy z predchoziho postupu, tedy

i (8).

Obr. 6 Druhéa konfigurace kruznic

U tfeti konfigurace (obr. 7) je tomu jinak. Kruznice m a n maji s kruznici
k vnitini dotyk a s kruznici ¥’ vngjsi dotyk. Vné&jsimu stiedu E z obr. 5
zde odpovida vnitini stfed I stejnolehlosti kruznic k a k’. Postup je opét
stejny az na to, ze v posloupnosti krokt (9) bude ve jmenovateli prvniho
zlomku vyraz r — h misto pavodniho r + h. Pro tuto konfiguraci mé proto
vysledny vztah tvar

Z 9 _ =, (10)

Pristé si ukazeme, jak Steiner odvodil Descartesovu vétu o dotykajicich
se kruznicich.
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Obr. 7 Tieti konfigurace kruznic.

Ulohy

1. Sestrojte potencni stfed tii kruznic, z nichz zadné dvé nemaji spolecny
bod.

2. Pozmeénte obr. 3 tak, aby se v ném misto vnéjsiho sttedu E vysky-
toval vnitini stfed I stejnolehlosti kruZnic k a k’. Pak odvodte vztah
pro spole¢nou mocnost bodu I k témto kruznicim a zdtivodnéte, proc
ma bod I stejnou mocnost ke kazdé kruznici, jejiz dotyk je s jednou
z kruZnic k a &’ vnitini, a s druhou vnéjsi.

3. Prekreslete obr. 3 pro ty situace, kdy se kruznice k a k" a) protinaji,
b) dotykaji, ¢) jedna z nich lezi uvnit¥ druhé. Potom pro né ovéite
platnost vztahu (6). TotéZ provedte pro vnitini stfed stejnolehlosti
kruznic k a k'.

4. Dokazte vztah (10).
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