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V ramci planimetrie se zaci na zakladni skole u¢i sestrojit nékteré pra-
videlné n-thelniky. Zcela jisté by méli umét eukleidovsky sestrojit rovno-
stranny trojuhelnik, étverec ¢ (kruznici vepsany) pravidelny Sestithelnik a
pravidelny osmithelnik. Pozdéji se rovnéz sezndmi (vét§inou bez odivod-
néni) s konstrukei pravidelného pétithelniku a desetithelniku. V élanku
ukézeme, jak ziskat pétithelnik pouze pomoci skladani ¢tvercového archu
papiru a nasledného jediného stiihu nizkami. Rozlozené origami na prvni
pohled vypada jako pétithelnik pravidelny. Je tomu vsSak skutecné tak?
Na otazku odpovime pomoci vypocta z oblasti stfedoskolské analytické
geometrie. Nejprve vsak zakreslime postupné vzniklé ohyby na papife. Pti
tomto tkolu procvicime svou prostorovou predstavivost.

V ¢lanku jsou predstaveny dva algoritmy ziskani pétithelniku. Jsou
zaloZeny na postupech zvefejnénych ve videich [3] a [4], kterd jsou volné
dostupnéa na internetu.

Pracovat budeme s archem papiru tvaru ¢tverce. Budeme pritom pfed-
pokladat, Ze je papir ,idealné tenky“, tj. ze skladanky maji i po provedeni
vSech kroku algoritmt nulovou vysku, Zze na ohyby neni nutné pocitat
s malou ¢asti papiru navic apod.

Stied ¢tverce oznacme S, jeho vrcholy A, B, C, D a stiedy jeho stran
E, F, G, H. Pro zjednoduseni vyjadfovani nebudeme vzdy zcela exaktné
rozliSovat konec¢né utvary od nekoneénych (budeme tedy napf. mluvit o ose
jisté usecky namisto o usecce, kterd lezi na ose jisté usecky, o uhlu na-
misto praniku dhlu o oblasti papiru atd.).
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Prvni skladanka

Popisme prvni postup (viz [3]) pro ziskani pétithelniku. Sedm krok al-
goritmu je znadzornéno na obr. 1, ktery je ziejmeé srozumitelnéjsim ndvodem
nez nasledujici struény, misty ne zcela exaktni slovni popis.

Obr. 1
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Ctverec prehneme tak, aby jeho strana AD splynula se stranou BC.

2 Bod G ztotoznime s bodem F' = H (tj. isecka GC splyne s tseckou F'C
a usecka G'S splyne s useckou F'S), zvyraznime misto ohybu a navratime
zpét do stavu pred krokem 2.

3 Bod C' = D ztotoznime s bodem S (tj. usecka C'G splyne s tseckou SG
a UseCka C'F splyne s useckou SF), zvyraznime misto ohybu a navra-
time zpét do stavu pred krokem 3.

4 Bod F ztotoznime s prusec¢ikem ohybu z kroku 2 a 3.

5 Bod E dale ,navratime casteéné zpét“ tak, aby c¢ast plvodni tsecky
EG splynula s ¢asti ohybu z kroku 4.

6 Zbyvajici ¢ast puvodni usecky EG ztotoznime s ohybem z kroku 5.

7 Podél tohoto ohybu dale sklddanku pfehneme ,pfiblizné v poloviné“
(vrchni éast sklddanky slozime pod spodni ¢4st).

@ Sklddanku prestiihneme podél okraje papiru prochéazejiciho bodem F
na dva dily a vysledny atvar nalezneme v ¢asti obsahujici stied S vy-
choziho c¢tverce.

Neni nutné prozrazovat tém, ktefi origami skladaji, co ma byt vysled-
kem. Pred rozbalenim ustfizené ¢asti je lze nechat hadat, jaky utvar zis-
kali.!

Pokusme se nyni pomoci stfedoskolskych znalosti dokazat, zda pétithel-
nik je, ¢i neni pravidelny.? Pokud bychom tlohu zadali ve vyuce (napf. v se-
mindfi pfed maturitou), bylo by jisté zajimavé pozorovat, kterou oblast
matematiky jednotlivi studenti zvoli. Mozna by se nékdo snazil dopidit
vysledku pomoci réiznych zndmych vét a vztahit (Pythagorova véta, Eu-
kleidovy véty o vySce a odvésné, goniometrické identity apod.), jiny by
wvsadil“ na komplexni ¢isla. Za nejvhodnéjsi povazujeme prostiredky ana-
lytické geometrie. P¥i jejich vyuziti existuji zptisoby vypocét (napf. nize
uvedené), které vedou k cili velmi rychle.

Také je vhodné zamyslet se nad zakladni taktikou dokazovani: nejvhod-
néjsi bude provérit shodnost jistych hla. Pravidelny pétithelnik je slo-
zen z péti rovnoramennych trojuhelnikd, které maji pfi hlavnim vrcholu
thel o velikosti 72°. Uhel téze velikosti sviraji rovnéz vysky zminénych
trojuhelniktt vedené spoleénym hlavnim vrcholem. Pokud by ttvar nebyl

1P#i mém ,pokusu“ s dospélymi lidmi byly prvnimi dvéma tipy ,hvézdice* a ,o0s-
mithelnik®.
2pé&tinhelnik je zcela jisté osové soumérny podle osy EG.
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pravidelnym pétithelnikem, stacilo by tedy k dikazu této vlastnosti nalézt
alespon jeden z uvedenych deseti thld, jehoz velikost neni 72°.

At tak ¢ onak, stéZejnim prvnim krokem bude do vychoziho étverce
narysovat usefky odpovidajici ohybtum vzniklym v jednotlivych krocich
pracovniho postupu. Tento tkol bude nejjednodussi, pokud sklddanku sku-
te¢né vyrobime a pti zakreslovani tsecek budeme jak pozorovat obr. 1, tak
rozlozeny pétitthelnik. Kdo si chce tlohu ztizit, nebude rozprostfenou skla-
danku vyuzivat.

Vysledek je uveden na obr. 2. Jednotlivé ohyby (tisecky) jsou znaceny
plnou ¢arou a jsou k nim pfipojena éisla znacici piislusné kroky. Carkované
jsou znaceny pomocné geometrické tutvary.

D

Obr. 2

P¥ipojme k zakreslenym tseckam radéji vyslovné nékolik pozniamek:?
je-li J pruisecik tiseek 2 a 3, lezi tiseCka 4 na ose usecky FE.J; tisecka 6
neprochazi bodem J; tisecka 6 lezi na ose tthlu s rameny 1 a 7, je proto
nutné nejprve znazornit tsecku 7 a teprve poté tsecku 6; vrchol pétithel-
niku na tsecce 7 nelezZi na strané ptvodniho étverce (odst¥iZzend Gast by
tedy neméla byt rozstfizena na vice dila).

3Vzhledem k osové soumérnosti pétitthelniku budeme veskeré popisy, tvrzeni apod.
vztahovat pouze k jediné (a to pravé) poloviné ¢tverce.

84 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



Po zkouSce nasi prostorové predstavivosti procviéme znalosti analy-
tické geometrie. Ctverec umistime do vhodného kartézského souradnico-
vého systému tak, aby bod S mél souradnice [0;0] a aby bod E mél sou-
fadnice [0; —1].* Prtsecik J tisedek 2 a 3 ma poté soufadnice [0,5;0,5] a
smérovy vektor sg; piimky EJ je (az na nenulovy nésobek)

SEJ = (0757 1a5)

Smérovy vektor sy osy tsecky E.J, tj. smérovy vektor pfimky 4, je tedy
(az na nenulovy nésobek)

s4 = (1,5;—0,5).

Vypocitejme nyni odchylku « pfimek 1 a 4, tj. velikost thlu vektort s;
a s4, kde s1 = (0; —1) je smérovym vektorem piimky 1:

|s1 - 54 1(0; —1) - (1,5; —0,5)] 05 _ V10
cosa = = = = ,
Isall - llsall  N1€0; =2)]I - [[(1,5; —0,5)]] 25 10
a proto
o =71°34".

Z postupu pfi tvorbé origami plyne, ze pfimky 1 a 4 jsou vyskami dvou
z péti rovnoramennych trojuhelnikd, z nichz je slozen vystfizeny utvar.
Tento pétithelnik proto neni pravidelny.

Odchylky pfimek 1 a 5, 5 a 4, 4 a 7 jsou shodné, mensi (= 35°47")
nez ,pozadovanych“ 36°. Shodné odchylky piimek 7 a 6, 6 a 1 jsou tedy
naopak mirné vétsi nez 36°.°

Druha skladanka

Druhy postup (viz [4]) pfi vytvafeni pétithelniku lze rozdélit do na-
sledujicich osmi krok.® NiZe popsany proces opét doporucujeme sledovat
soucasné na jeho grafickém ztvarnéni (obr. 3).

4Pt¥imka FH, resp. EG tedy splyva s osou z, resp. y soufadnicového systému.

5Pti kroku 7 proto nedochazi k piesnému piekryti dvou thlt, éehoz si viak pii
skladani redlného papiru (a v disledku omezeného lidského vnimani pfi sledovani obr. 1
¢éi videa [3]) zfejmé nevSimneme.

6V ¢lanku je algoritmus oproti videu [4] (kvili snazsimu popisu bez vyuziti kamery)
nepodstatné modifikovan.
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Obr. 3

1 Ctverec pfehneme tak, aby jeho strana AD splynula se stranou BC.

2 Déle s touto stranou doc¢asné ztotoznime i tisecku £ G, zvyraznime misto
ohybu a navratime zpét do stavu pred krokem 2.

3 Obdélnik FBCG prelozime tak, aby tsecka E'B byla totozna s tiseckou
GC, zvyraznime misto ohybu a navratime zpét do stavu pred krokem 3.
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4 Papir dale slozime tak, aby prasecik ohybu z kroku 2 a tsecky EB byl
na tsecce F'C a vytvofeny ohyb prochazel bodem S.

5 Nyni podél tsecky SE piehneme ¢ast papiru obsahujici bod G, zvyraz-
nime misto ohybu a navratime zpét do stavu pfed krokem 5.

6 Ohyb (pfesnéji Feeno ¢ast ohybu) z kroku 4 ztotoZnime s tseckou SE.

7 Dale v podstaté zopakujeme krok 5,7 ale po sloZeni papiru ho jiZ nena-
vracime zpét.

8 Ziejmym prelozenim skladanky si vytvorime ohyb, ktery prochézi bo-
dem G a je kolmy (mimo jiné) na ,pfikrytou asecku SE. Poté se
navratime do stavu pfed krokem 8.

@ Dle pfehybu z kroku 8 sklddanku prestfihneme na dvé ¢asti. Vysledny
pétithelnik je opét v segmentu obsahujicim bod S.

Zakresleme nejprve do ¢tverce tisecky reprezentujici jednotlivé ohyby.
Reseni je na obr. 4.

D C
H F
A B

Obr. 4

K potvrzeni ¢i vyvraceni pravidelnosti pétitthelniku vyuzijeme opét ana-
Iytickou geometrii. Vychozi ¢tverec umistime jako u predchoziho origami,

"Krok 5 bychom mohli vynechat. Podrzime se viak odkazovaného videa, jehoz je
tento krok soucasti. Realny papir se skutecné lépe a ,presnéji“ prehyba pres mensi
pocet vrstev archu.

Matematika — fyzika — informatika 26 2017 87



tj. S[0;0], E[0; —1]. Z postupu pii vytvafeni skladanky je ziejmé, Ze Ctyii
thly znacené na obr. 4 ¢arkované jsou shodné. Staci tedy vypocitat veli-
kost jakéhokoliv z nich, nebo velikost patého thlu, s nimz ¢tyfi predchozi
tvori tthel pfimy.

Bod, jenz je prisecikem ohybu z kroku 2 a tusecky EB, oznacme K
a bod na tsecce F'C, se kterym je bod K ztotoznén v kroku 4, ozna¢me L.
Bod K m4 soufadnice [0,5; —1], a tedy bod L mé soufadnice [1;0,5].

Piimka 5 (obr. 4) je te¢nou z bodu S ke kruznici se stfedem L a polo-
mérem 0,5. Rovnice uvedené kruznice je

(x— 1)+ (y—0,5)* = 0,5,
parametrickd rovnice piimky 5 je®

r = at

y=t tek

Teéna ma s kruznici jediny spoleény bod, proto musi mit kvadraticka rov-
nice

(at —1)? + (t — 0,5)* = 0,5

jediné YeSeni (dvojndsobny kofen). Diskriminant D této rovnice s nezné-
mou ¢ musi byt tedy roven 0.
Rovnici dale upravime na ekvivalentni tvar

t2(a®> +1) —t(2a + 1) + 1 =0,
z ¢ehoz plyne
D=(2a+1)*-4(a*+1)=0
a nasledné
a = 0,75.
Smérovy vektor s5 piimky 5 je tudiz s5 = (0,75;1).
Vypocitejme odchylku 8 pifimek 1 a 5, neboli velikost thlu vektord s;

a s5, kde s; = (0;1) je smérovym vektorem piimky 1:

s sl 1075 1
sl -Tissl ~ MO DI~ [0.75: 1)]] ~ 1.25

0,8,

8Pfimka 5 m4 smérovy vektor (a,1), kde hodnotu a musime uréit. Volbou é&isla 1 ve
druhé slozce vektoru zaroven vylucujeme druhou te¢nu uvedenych vlastnosti, tj. osu x.
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a tedy 8 = 36°52". Protoze je papir stithdn kolmo na pfimku 5 a soucasné
B # 36°, neni pétithelnik pravidelny.

Ctyti shodné, ¢arkované vyznacené tihly jsou tedy mensi nez 36°.°

Pfipojme opét nékolik zfejmych poznamek: ostrouhly trojuhelnik, jehoz
dvé strany lezi na tseckach 1 a 6 a tfeti strana je kolma na tsecku 5, neni
rovnoramenny; vzdéalenost vrcholu G od stfedu S je sice 1, ale ¢ty¥i ostatni
vrcholy jsou ke stfedu blize, jak je vidét z ptilkruznice narysované na obr. 4
¢arkovanou Carou; odstfizena c¢ast ztistane opét vcelku.

Dale podotknéme, ze pétitthelniky vytvofené v prvni a v druhé skla-
dance nejsou totozné. Z pohledu na obr. 2 a obr. 4 je také ziejmé, ze
jsou jinak umistény vzhledem k okrajim vychoziho archu papiru: strana
prvniho, resp. druhého pétithelniku, lezi, resp. nelezi, na strané ¢tverce.

TFeti skladanka

Nakonec pfilozme odkaz [5] na video, na némz lze sledovat tfeti al-
goritmus pro vytvoreni pétithelniku z papiru tvaru ctverce. Zakresleni
jednotlivych ohybi do ¢tverce nechavame na ¢tenafi. Bude to jediny tkol,
u kterého predpokladame zamysleni, nebot zjisténi, zda alesponi tentokrat
dostaneme pétitthelnik pravidelny, je v tomto pripadé trivialni.

Ctenaf si rovnéZ miize zkusit nakreslit obrazek znazoriiujici stavy pa-
piru po jednotlivych krocich algoritmu, tj. analogii obr. 1 ¢i obr. 3. Také
zde si provéfi svou prostorovou pfedstavivost (zvlasté pokud se ,ziekne“
pohledu na redlnou sklddanku) a p¥i pfesném rysovani soucasné procviéi
sestrojovani obrazii mnohothelniki v osové afinité v roviné (tj. uéivo pro-
birané v tvodnich hodinach deskriptivni geometrie).

Rovnéz ve tfetim pripadé je pétitthelnik ve ¢tverci umistén v poloze od-
lisné od predchazejicich. Postup jeho vzniku totiz za¢ina pfehybem papiru
nikoli podél tsecky EG, ale podél usecky AC. Pétithelnik je tedy osové
soumeérny dle thlopricky ptvodniho ¢tverce.

Zavér

Co fici zavérem? Snad popiat nejen hodné zdaru pii zndzoriiovani jed-
notlivych ohybu a pfi vypoctech, ale i prijemnou zdbavu pfi tvorbé skla-
danek, pro kterou lze nadchnout i nejmensi ¢leny rodiny.

Névody na ptvabna, ¢asto trojrozmérné origami lze najit nejen na in-
ternetu, ale i v fadé tisténych publikaci prodévanych v bézné siti knih-

9Usecka SG proto po kroku 7 piesné nelicuje s useckou 6.
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kupectvi. Existuji rovnéz tituly monotematicky koncipované (sklddani zvi-
fat, Sperkt atd.) ¢i uréené specialné pro malé déti. Na strané druhé lze cer-
pat informace z odbornych monografii vénovanych studiu origami po ma-
tematické strance. Z obsahlych publikaci, které se zabyvaji touto proble-
matikou, jmenujme monografii Geometric Folding Algorithms: Linkages,
Origami, Polyhedra [1], kterou napsali Erik Demaine a Joseph O’Rourke,
¢ knihu Origami Design Secrets: Mathematical Methods for an Ancient
Art [2] od Roberta J. Langa.
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Hra Abaku

OLGA KACENKOVA

Zakladni skola Tuchlovice

Abaku je hra pro 1 az 4, nejcastéji ale 2 hrace, ktera procvi¢i vyborné
zakladni poctaiské dovednosti a schopnost kombinovat. Hrat se da online,
existuje i v deskovém provedeni. Jeji princip je podobny jako u pismenkové
hry scrabble. Na hernim planu sklddate z péti ¢isel priklad tak, aby vodo-
rovné nebo svisle navazoval na néjaky uz vytvoreny. Jeden piiklad obsa-
huje vzdy jednu pocetni operaci: s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, druhé
a tfeti mocniny a druhé a tfeti odmocniny pfirozenych ¢isel. Tyto pocetni
operace, stejné jako rovnitko si na spravnych mistech pouze ,myslite*, ve
hfe jsou jen ¢iselné kameny s ¢isly 0-9. Napi. lozené pétice 35237 tak pred-
stavuje priklad 35 + 2 = 37. Hraci ziskavaji body podle ¢iselné hodnoty

90 Matematika — fyzika — informatika 26 2017


https://www.youtube.com/watch?v=4kJmJUQVbO0
https://www.youtube.com/watch?v=7pkqGZ5f0es
https://www.youtube.com/watch?v=B_JGnazbB1k

