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Uvod

Pribéh zacina v jedno letni dopoledne pfi vyletu Klubu pratel diferen-
cidlni geometrie po krasach severnich Cech. Clenové klubu Petr a Ondra,
vérni své zalibé v matematice a fyzice, po cesté zmérili hloubku studné
na hradé Helfenburk pomoci padajiciho kaminku a stopek. Pfi navstéve
rozhledny u Nackovic se Fe¢ stocila na dalsi téma — sikmy vrh.

Obéma kamaradim bylo znamo, ze pokud se hladina vrhu a dopadu
télesa nachazi ve stejné vysce, potom v prostiedi bez odporu je optimalni
elevacni thel, pri kterém vrzené téleso dopadne do maximalni mozné vzda-
lenosti, roven 45°. Vznikla ovSem otézka, jak je to s timto optimalnim ele-
vaénim thlem v situaci, kdy vrzené téleso dopada nize, nez je vyska vrhu,
tedy napf. pfi vrhu z rozhledny (obr. 1).

Obr. 1 Sikmy vrh z rozhledny

Petr tvrdil, Ze bez ohledu na to, z jaké vysky téleso vrhame, je elevacéni
uhel, pfi kterém nastane maximalni mozna vzdalenost dopadu, stale roven
45°. Podle néj se tato situace od sikmého vrhu v roviné nijak nelisi. Zda-
vodnoval to tim, Ze kdybychom prolozili bodem vrhu na rozhledné rovinu
rovnobéznou se zemi, bude trajektorie vrhu protinat tuto rovinu v bodé,
ktery je v pripadé elevac¢niho thlu rdzného od 45° vzdalen od mista vrhu
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méné, nez je tomu v piipadé vrhu pod eleva¢nim tihlem 45° (obr. 2).

‘ a = 20° .

Obr. 2 Trajektorie hmotného bodu vrhnutého Sikmo p#i ruznych elevaénich
thlech

Ondra zastaval nazor, ze vyhodnéjsi je vrhnout téleso pod mensim ele-
vaénim thlem nez je 45°, nebot vrhnuté téleso se v prostiedi bez odporu
pohybuje po parabole, a pokud vrhneme téleso pfi eleva¢nim thlu mensim
nez je 45°, potom se pfi svém letu vrati do stejné vysky, jako ze které bylo
vystieleno, pod mirnéjsim tthlem, a od tohoto mista pak nepada doli tak
rychle, jako kdyby do tohoto mista pfiletélo pod thlem 45°. Kdo z obou
pratel ma pravdu?

Reseni problému

Predpokladejme, ze hmotny bod byl vystielen v prostiedi bez odporu
a nyni kona sikmy vrh, pficemz vektor jeho poc¢atecni rychlosti o velikosti
vg svird s vodorovnou rovinou thel «. Oproti klasicky pojatym tloham
hmotny bod nedopadé na zem ve stejné vysce, ze které byl vystrelen, ale
dopadé nize, coz muze byt zptusobeno napf. vystfelem z okna rozhledny
a naslednym dopadem na zem pod rozhlednou. Vyskovy rozdil mezi mis-
tem vystfelu a mistem dopadu oznac¢me symbolem h. Otézka zni: ,,Pod
jakym eleva¢nim thlem je nutné hmotny bod vystrelit, aby byl jeho dolet
maximalni mozZny?*

Vektor pocatecni rychlosti rozlozime do slozek os z a y, kde

Vox — Vo * COS (v,

Ugy = Vp - sina.

Nyni, kdyz zname pocatec¢ni rychlosti ve sméru jednotlivych os, mizeme
vyjadiit okamzité rychlosti ve sméru obou os a souradnice hmotného bodu
v c¢ase t. Pocatecni bod pohybu umistime do pocatku soutadnych os. Po-
tom ve sméru osy z hmotny bod kond rovnomérny pirimocary pohyb a
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plati:

Vg = Vpg = Vg + COS QU

T =gt =g cosa-t. (1)

Ve sméru osy y se jedna o rovnomérné zpomaleny a nasledné rovnomérné
zrychleny pohyb, kde plati

vy = Ugy — gt = vg - sina — gt,

1 5 . 1 5
Y=oy t— -gt° =vg-sina-t— —gt°.
2 2

K vyjadreni celkové urazené drahy potfebujeme znat celkovou dobu po-
hybu, ozna¢me tuto veli¢inu symbolem T'. Tato veli¢ina se skldda z doby,
kdy téleso stoupalo vzhiru (ozna¢me ji symbolem ¢, (index n znadi na-
horu)) a doby, kdy klesalo dolii (oznacme tento ¢as symbolem ¢, (index d
znamend doli)). Je tedy T' = t,, + t4.

Chceme-li vyjadrit t,, stac¢i si uvédomit, Ze v okamziku, kdy pohyb
vzhiiru ustane, je okamzita svisla rychlost v, rovna nule, plati tedy

Vy = Vgy — gl = Vg - sina — gt, = 0,
z ¢ehoz Gpravou posledni rovnosti dostaneme

Vg - sin «
g

tn = (2)
Oznac¢me symbolem s vysku, do které hmotny bod vystoupa pfi pohybu

vzhiru za dobu ¢, (obr. 3).
S pouzitim vzorce (2) plati

1 Vg - sina 2_v§-sin2a
~2f g 29
Pti navratu z vysky s proleti hmotny bod rovinou poc¢atku pohybu a pokra-

¢uje smérem doli do hloubky h. Na zem tedy dopadne z vysky H = s+ h.
Plati

. 2 -2
Vg - sin” « vg -sin“a+2gh 1 9
— h: - = t . 3
29 + 29 29( d) (3)
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Obr. 3 Trajektorie hmotného bodu pri dopadu do hloubky h

Z posledni rovnosti ve vztahu (3) vyjadiime hodnotu ¢4

2 . qin2
\/vg - sin” o 4 2gh
: (4)

9

ty=

Vime, zZe pro celkovou dobu pohybu plati T' = t,, 4+ t4, ¢imz z rovnosti
(2) a (4) dostéavame

2 .2 . 2 .« 2
v -sina AU -sin“a+2gh  wvg-sina + 4/vg - sin” o + 2gh
T== + = . (5)

g g g

Nyni se zamétime na délku vrhu, tedy na vzdalenost mista dopadu od
kolmice spusténé mistem vystielu k vodorovné roviné. Vzhledem k tomu,
ze se jedna o celkovou vzdalenost urazenou ve sméru osy z, oznacime ji
symbolem z. (obr. 3). Pfi vypoétu hodnoty x. vyjdeme ze vztaht (1) a

(5). Je
vo - sina + /v - sin® a + 2gh

g

Te=vg-cosa-T =wvy-cosa-

Ze vztahu (6) je ziejmé, ze vzdalenost dopadu z. zavisi na tfech velici-
nach — hloubce h, pocatecni rychlosti vy a elevacnim thlu «. Vzhledem
k fyzikalni podstaté sledovaného jevu lze predpokladat, Ze s rostouci hod-
notou h, resp. vg se bude zvySovat i vzdalenost dopadu. Svou pozornost
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proto zaméfime pouze na zavislost x. na pocateénim eleva¢nim thlu «
a uréime, pfi jaké hodnoté o bude z. maximalni, tj. nalezneme lokalni
maximum funkce z.(c). Vzhledem k tomu, zZe vyraz ve vzorci (6) budeme
derivovat vzhledem k proménné «, upravime jej do tvaru vhodnéjsiho pro
derivovani:

Te = ;—0 : (vo sin 2a + /v sin? 2 + 8gh cos? a) (7)
g

Funkei (7) zderivujeme podle «. Tim dostaneme

o = ;)70. Vo - 2 cos 200+ v3 - 2sin2a - cos2a - 2 + 8gh - 2cosa - (—sina)
g

2 - 1/v3 sin® 2a + 8gh cos? a

Tuto derivaci polozime rovnu nule, ¢imz po naslednych tpravach dosta-
neme rovnost

4ghsin 2a — vE - sin 4o

2vp cos 2a =

- (8)
\/vg sin? 2a 4 8gh cos?

Dalgimi tipravami budeme smétfovat k vyjadieni optimélniho elevac¢niho
ahlu « z rovnosti (8). Vyndsobenim obou stran rovnice (8) odmocninou
ve jmenovateli zlomku a naslednym umocnénim obou stran rovnice dosta-
neme

402 cos? 2a- (Ug sin? 2a + 8gh cos? a) =

= 16¢°h?%sin? 2a — 8gh sin 2cw(2) sin4a + vé sin? 4a.

S vyuzitim rovnosti 4sin®(2a) - cos?(2a) = sin®(4a) pievedeme piedchozi
vztah do tvaru

vg sin? 4a4-32v2gh - cos? 2 - cos? o =

= vg sin” 4a + 16¢%h? sin? 2o — 8v gh'sin 2a - sin 4av.

Odectenim vyrazu v§ -sin?(4a) a naslednym vydélenim obou stran rovnice
vyrazem 8gh dostaneme

402 - cos? 2 - cos® a + vE sin 2a - sin 4o = 2gh sin? 2av.
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Nyni na levé strané rovnice vytkneme ¢len v3 a dale pouzijeme vzorce pro
dvojnasobny argument funkci sinus a kosinus.

vg- (4c0822a~cos2a—|—2sina~cosa~2~2sina~cosa-cos2a) =

= 2gh (2sina - cos a)®

Obé¢ strany rovnice vydélime vyrazem 4 cos? o. Tim se zbavujeme jednoho
kofenu rovnice, a to a = 90°. Pri vystfelu pod elevacnim tthlem o = 90°
je z fyzikalni podstaty jevu x, = 0. Toto feSeni pfindsi minimum funkce,
a proto nas tento ptripad nebude dal zajimat.

vg - (cos2 2a + 2sin® a - cos 2a) = 2gh -sin® a
Na levé strané rovnice vytkneme vyraz cos 2. Naslednou tipravou se ele-
gantné zbavime zbyvajicich goniometrickych funkci na levé strané rovnice:

vg - cos 2a = 2gh - sin®

2

Pomoci rovnosti cos 2a = cos? o — sin? @ = 1 — 2sin® a dostaneme

2 vg
sin“a = —5——. 9
202 + 2gh 9)
Piedpokladame 0 < a < 90°, tedy Vsin® a = sin a. Vyjadfenim proménné
a z rovnosti (9) ziskdme

o = arcsin @-L . (10)
2 \Jvg+ gh

Nyni by bylo matematicky korektni ovérit, Ze pro uvedeny thel se
opravdu jednd o maximum funkce x., napf. pro uvedeny thel vypodci-
tat hodnotu druhé derivace funkce (7). Odkézeme se na fyzikalni intuici,
ktera ¥k, Ze se skutefné jednd o maximum. Ze vzorce (10) je zfejmé, ze
optiméalni elevacni thel, pfi kterém téleso doleti nejdale, je funkci dvou
proménnych vg a h. Tim se ukazalo, Zze pro ruzné hloubky h optimalni
eleva¢ni thel o nabyva rizné hodnoty. Ovsem nelze Tici, ze pri konkrétni
hloubce h je optimélni eleva¢ni thel « roven konkrétni hodnoté, nebot je
déle ovlivnén hodnotou pocateéni rychlosti vg. Pri dané hodnoté h tedy
dvéma riznym pocatecnim rychlostem budou pfisluset i dve rtizné hodnoty
optimalnich eleva¢nich uhld.
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Diskuse nalezeného reSeni

Vzorec (10) podrobime dalsimu zkoumani. Ovéfime, zda ndm déva oce-
kavané vysledky pro h = 0, tedy v pfipadé, kdy téleso dopadd do stejné
vysky, jako ze které bylo vystfeleno. Vzhledem k tomu, Ze jsme pfi pred-
chozich tpravich délili vyrazem 8gh, plati vzorec (10) za pfedpokladu
h # 0. Pro zjisténi optimalniho elevac¢niho thlu « pfi dopadu do stejné
vysky, jakd byla pii vystielu, pouzijeme limitni pfechod pro h — 0. Tim
dostaneme

I (V2 Vo (V2 Vo
Q= 11m arcsin | — © —F/————— =arcsm | — - —F/—————
h—0 2 1/fU(2)_|_g.h 2 1/'0(2)_’_9.0

(V2w . (V2 o
=arcsin | — - —— | = arcsin [ — | = 45°.
2 U(2) 2

Tento vysledek je v naprostém souladu s nasim o¢ekavanim. Z provedeného
vypoctu navic plyne, Zze v pfipadé h = 0 je optimalni thel roven 45° pii
jakékoliv pocatecni rychlosti. Toto je jediny pfipad, kdy optiméalni eleva¢ni
thel na pocatecni rychlosti nezavisi.

Nyni miizeme odpovédét na ivodni otazku ¢lanku. Predpokladejme, ze
h > 0, tj. rovina dopadu lezi niZe nez rovina vystfelu. Pak plati (ne)rovnosti

0 < vi <vg + gh,

resp.

\/5 - \/i () > \/5 Vo

2~ 2 B 2 JoRtgh
Vzhledem k tomu, ze funkce arcsinus je rostouci na celém defini¢nim oboru,
plati i nasledujici (ne)rovnosti

45° = arcsin Q = arcsin @ Yo >
2 2 U(Q)

< . V2 (2
arcsin | — + ——— | = .
2 \/vg + gh

Tim dostavame, ze pro h > 0 je a < 45°, a s rostouci hodnotou h se
velikost optimélniho eleva¢niho thlu « snizuje. Ukazalo se, ze v diskusi
obou pratel mél pravdu Ondra.
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Otéazkou zlstava, zda pfi neomezeném rustu h klesa hodnota optimal-
niho elevacniho thlu a k nule, ¢ zda existuje néjaka kladna hodnota, ke
které se a asymptoticky pfiblizuje. V nasledujici ¢asti se proto zaméiime
na situaci, kdy hodnota h roste nade vSechny meze, tedy pro h — oo.
Potom je

vo
Vg + gh

Tim se potvrdilo, Ze pfi nekonecné vysce rozhledny vede k nejdelsimu
doletu (mozné paradoxné) vrh ve vodorovném sméru.

Jak je tomu v pripadé, ze rovina dopadu lezi nad rovinou vystfelu,
v nasem piipadé pro h < 07 Potom plati

h—o0

2
a = lim arcsin ({ . ) = arcsin0 = 0°.

0 < vg + gh < v,

resp.

|

. Vo
Q. = arcsin ————— 1 I
( Vg + gh)
2 2
> arcsin £ . = arcsin £ = 45°.
2 2 2

V tomto ptipadeé se velikost optimélniho eleva¢niho thlu zvysuje nad 45°.
V nasledujicich tabulkéach pro lepsi predstavu uvadime nékteré hodnoty,
které plynou ze vzorct (7) a (10). Tabulka 1 uvddi hodnotu optimélniho
eleva¢niho thlu (vyjadfenou ve stupnich) v zavislosti na vybranych hod-
notach pocate¢ni rychlosti vy (v m-s~1) a hloubky A (v metrech).

Z tabulky 1 je patrny vliv pocateéni rychlosti na velikost optimalniho
eleva¢niho thlu. Zatimco pfi nizkych poéateénich rychlostech (10 m-s~1)
se velikost optimalniho eleva¢niho thlu s rostouci hloubkou h ,rychle®
blizi k nule, pro vyssi poc¢atecni rychlosti dochézi ke snizovani optiméalniho
elevac¢niho tihlu velice zvolna.

Rada ¢tenait si jisté polozi otazku, jak velky rozdil je v doletu pii opti-
malnim eleva¢nim tthlu a eleva¢nim thlu 45°. Bude rozdil v centimetrech,

136 Matematika — fyzika — informatika 26 2017



metrech, ¢i stovkach metra? Sledujme proto, jak silny efekt ma pouziti op-
timalniho eleva¢niho thlu namisto ptivodné predpokladanych 45°. O tom
podavé svédectvi tabulka 2. V této tabulce jsou pro kazdou dvojici hod-
not pocateéni rychlosti a hloubky uvedeny dvé hodnoty. Horni hodnota
predstavuje dolet (v metrech) p¥i optimalnim eleva¢nim hlu, spodni ¢islo
v burice predstavuje dolet pfi elevacnim tthlu 45°.

Tabulka 1 Hodnoty optimalniho eleva¢niho tihlu pro rizné pocatecéni rych-
losti a hloubky

hloubka 10 100 1000
po¢. rychlost
10 30 | 12,310 | 4,035
100 | 44,716 | 42,392 30
1000 | 44,997 | 44,971 | 44,716

Tabulka 2 Dolet hmotného bodu pro rtizné pocatecni rychlosti a hloubky
pfi volbé optimalniho eleva¢niho thlu a eleva¢niho thlu 45°

hloubka 10 100 1000
poc. rychlost
10 17,32 45,83 141,77
16,18 37,02 105,12
100 1 009,95 1095,45 1732,05
1 009,90 1091,61 1618,03
1000 | 100010,00 | 100099,95 | 100995,04
100010,00 | 100099,90 | 100990,20
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